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í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olo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í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ia angular.
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obiano al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orrente usada no
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a o termo cosωt da 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Capítulo 1
Introdução
Tradiionalmente no projeto de sistemas de ontrole são onsiderados dois objetivos prin-
ipais: (i) regulação ou estabilização e (ii) seguimento de referênias ou traking. O
primeiro deles onsiste em onduzir o vetor de estados x(t) do sistema mediante uma
ação de ontrole para um ponto de equilíbrio x∗ (ou ponto xo). Equivalentemente o
objetivo de regulação pode ser alançado sobre a variável de saída do sistema y(t). For-
malmente
lim
t→∞
x(t) = x∗ ou lim
t→∞
y(t) = y∗.
A ação reguladora do ontrolador deve levar o estado (ou a saída do sistema) para o estado
de equilíbrio (ou para o valor de saída desejado) na presença de perturbações (rejeição de
perturbações).
O segundo objetivo onsiste em ontrolar a variável x(t) do sistema de forma a seguir
uma trajetória de referênia desejada x(t)∗, i.e.
lim
t→∞
[x(t)− x(t)∗] = 0 ou lim
t→∞
[y(t)− y(t)∗] = 0,
se desejamos que a variável de saída do sistema siga uma dada função de referênia, omu-
mente denominada referênia, y(t)∗. Esta referênia pode ser denida omo uma função
do tempo ou omo a solução de um sistema auxiliar denominado de modelo de referên-
ia. Claramente o aso do seguimento de referênias denota um modo de funionamento
do sistema, denominado na literatura de sistema forçado, onde um estado ou a saída do
sistema é forçada a seguir um sinal de referênia no tempo.
Em algumas situações prátias podemos onsiderar
lim
t→∞
[x(t)− x(t)∗] 6 ∆, ou lim
t→∞
[y(t)− y(t)∗] 6 ∆,
onde ∆ representa um erto erro admissível denido pelo projetista do ontrole.
Tanto no aso da regulação omo do seguimento de referênias a Estabilidade do
sistema dinâmio sob ontrole deve ser garantida.
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Para estes dois objetivos são denidas espeiações sobre a resposta do sistema no
domínio do tempo, tanto para o regime permanente omo para o regime transitório.
A espeiação da resposta em regime permanente é denida em termos do erro ad-
missível (∆). Para a resposta transitória do sistema, no domínio do tempo, denem-se
parâmetros tais omo amorteimento, máximo sobressinal permitido, máximo tempo de
estabeleimento, et. Também para alguns sistemas podem ser denidas espeiações
no domínio da freqüênia.
Um tereiro objetivo a ser onsiderado no projeto de um sistema de ontrole está
relaionado om a robustez do sistema. O ontrolador deve ser projetado levando em
onsideração as possíveis variações ou inertezas nos parâmetros do proesso. Neste aso,
o ontrolador deve manter a estabilidade do sistema garantindo um erto desempenho de-
nido pelo projetista do sistema, para toda uma família de modelos gerados pela inerteza
paramétria.
Em geral, os sistemas de ontrole são projetados para estabilizar o sistema em pontos
de equilíbrio (também denominados pontos de operação) ou no seguimento de sinais de
referênia. Por exemplo, em ontrole de proessos, ontrolar a temperatura de um sis-
tema em um determinado ponto de operação ou seguir um determinado sinal de referênia
pré-estabeleido. Entretanto quando tratamos om sistemas dinâmios não lineares, que
podem apresentar outros tipos de omportamento omo: osilações periódias (ilos li-
mites) e osilações aperiódias (atratores estranhos), podem ser denidos outros objetivos
de ontrole tais omo:
• Controle de osilações: onsiste na geração de osilações estáveis e robustas de forma
autnoma ou na supressão ou ontrole da amplitude das mesmas.
• Controle de bifurações: tem por objetivo a alteração do omportamento dinâmio
de um sistema, omo por exemplo, mudança da estabilidade de equilíbrios, atrasar
o ponto de bifuração de um sistema, et.
• Sinronização: o objetivo onsiste na sinronização de variáveis em dois ou mais
sistemas dinâmios.
O objetivo deste trabalho é estudar a geração e a estabilização de osilações autosusten-
tadas em sistemas dinâmios, partiularmente apliado à lasse dos sistemas omutados
ou sistemas de estrutura variável. Não é objetivo do trabalho estudar a supressão de
osilações.
Os primeiros trabalhos que resultaram em uma maior formalização da teoria na área
de ontrole de osilações provem da esola russa (Andronov et al., 1987; Tsypkin, 1984).
Estes trabalhos foram ontinuados por Fradkov e Pogromski. Uma exelente introdução
ao ontrole de osilações e aos pode ser enontrada em (Fradkov and Pogromsky, 1998).
Estudos sobre osilações em sistemas meânios sub-atuados, em partiular apliados a
Capítulo 1. Introdução 3
robs bípedes que imitam o aminhar humano (Urrea et al., 2002; Canudas de Wit et al.,
2002), e em pêndulos invertidos (Arail et al., 2002a; Vivas-Venegas and Rubio, 2003)
abordam as araterístias de geração de osilações autnomas estáveis. A abordagem
por funções de energia tem sido estudada por (Gomez-Estérn et al., 2001; Arail et al.,
2002b) utilizando funções Hamiltonianas.
A apliação destas ténias a sistemas de eletrnia de potênia realizadas a partir
dos estudos previamente itados podem ser enontradas em (Biel et al., 1998; Takahashi
et al., 1999; Biel et al., 2001b,a, 2003)
Em (Carpita and Marhesioni, 1996) explora-se o uso ténias de ontrole por segui-
mento de referênia utilizando uma superfíie de omutação baseada no sinal de erro e
em sua derivada, para obter um sistema robusto om boa dinâmia de resposta.
Várias formas de ontrole por traking têm sido propostas na literatura para onversão
CC-CA, dependendo de qual proessamento é apliado ao sinal de erro (Colling, 2000;
Kawamura and Hoft, 1984; Maussion et al., 1989; Jezernik et al., 1989; Batistela, 1994;
Filho, 1995; Cáeres, 1997; Cáeres and Barbi, 1999). Em todos estes asos, o projeto de
ontrole é baseado em um modelo de estágio de potênia onduzindo a formas de onda
de saída sensíveis às variações nos parâmetros do estágio de potênia, tais omo variações
de arga.
O projeto dos sistemas baseados no esquema de ontrole por traking também irá
exigir a implementação de um gerador senoidal programável de baixa potênia atuando
omo sinal de referênia. Como uma alternativa, partindo do esquema de ontrole por
traking, alguns trabalhos apresentam uma metodologia que onduz a uma lei de ontrole
de modo deslizante para a geração de um sinal AC onde nenhum sinal de referênia externo
é neessário. Devido à ausênia de um sinal de referênia, esta modalidade de ontrole
autnomo tem sido referida omo um esquema de ontrole de geração de osilações
auto-sustentadas (Takahashi et al., 1999; Biel et al., 2001b).
Em (Biel et al., 2001b; Takahashi et al., 1999) apresentam-se métodos de geração de
osilações apliados ao inversor tipo buk monovariável.
Neste trabalho estamos interessados em estudar a geração e a estabilização de osi-
lações auto-sustentadas em sistemas dinâmios. Em partiular, o seu estudo apliado à
lasse dos sistemas omutados ou sistemas de estrutura variável.
1.1 Estabilização de Osilações
Como omentado na seção anterior, a maior parte das ténias de ontrole desenvolvidas
nas últimas déadas abordam o problema da estabilização assintótia de pontos de equilí-
brio e o seguimento de trajetórias. Entretanto, em alguns sistemas, inluindo onversores
de orrente alternada (Gordillo et al., 2004) e robs bípedes om apaidade de aminhar
autonomamente (Canudas de Wit et al., 2002; Urrea et al., 2002), o objetivo onsiste
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na geração de osilações estáveis. A estabilização de osilações é um problema que tem
sido onsiderado na literatura utilizando diferentes metodologias (Bloh et al., 2000; Frad-
kov and Pogromsky, 1998; Sira-Ramírez, 1999; Gomez-Estérn et al., 2001; Gómez-Estern,
2002; Arail et al., 2002b).
As vantagens prinipais de uma lei de estabilização de osilações, mediante realimenta-
ção de estado, omo será apresentado no deorrer deste trabalho, perante a possibilidade
alternativa de utilizar seguimento de trajetórias de referênia senoidais são:
• não depender de sinais variantes no tempo o que diulta a implementação assim
omo as provas de estabilidade e robustez;
• não depender da informação de fase da trajetória. O sistema pode entrar em osila-
ção desde qualquer ponto da órbita e portanto o erro de seguimento é uma medida
da distânia ao ponto mais próximo da órbita. No aso tradiional do seguimento,
a referênia possui informação da fase, o que obriga o sistema a inorporar-se à
órbita em um ponto exato (gura 1.1). Isto pode produzir um erro maior e atrasar
o transitório da trajetória dos estados até a onvergênia ao regime permanente.
localização dos estados
trajetória
referência
PSfrag replaements
x2
x1
(a)
localização dos estados
trajetória
PSfrag replaements
x2
x1
(b)
Figura 1.1: Comportamento da informação de fase da trajetória no modo de seguimento
de referênia (a), omparado om o modo de geração de osilações autnomo (b).
Entretanto, omo desvantagem, nesta ténia não há garantia de manutenção da fase do
sinal gerado. Isso representa realmente um problema em apliações onde seja neessária
a sinronização om um sinal externo, omo, por exemplo, a rede elétria.
1.2 Sistemas omutados
Os sistemas omutados denotam sistemas que, do ponto de vista físio, têm uma estrutura
variável. Tais sistemas têm um omportamento híbrido no que diz respeito à natureza
das suas variáveis: ontínuas ou disretas. Cada estrutura individual possui sua própria
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dinâmia ontínua, mas, a transição entre uma estrutura e outra se dá por um proesso
disreto. Os proessos disretos podem ser ompletamente desritos por ondições algé-
brias envolvendo funções das variáveis ontínuas. Para modelar esta lasse de sistemas,
devem ser identiados todos os possíveis estados disretos do sistema. Cada um deles
representa uma diferente estrutura da dinâmia ontínua e ada uma dessas dinâmias
é modelada por uma equação de estados assoiada à respetiva estrutura. O modelo
resultante pode ser expresso na forma x˙ = f (t, x(t), u(t, x))y = h (t, x(t), u(t, x)) , (1.1)
em que f : Df ⊂ R×Rn×Rm → Rn é uma função vetorial ontínua em seus argumentos
t, x e u, sendo que t ∈ R é a variável independente (em geral o tempo), x ∈ Rn é o vetor
de estados, e u ∈ Rm é uma função vetorial tal que as desontinuidades do sistema am
todas agrupadas em u segundo a expressão
u : Du ⊂ R×Rn → Rm
ui(t, x) =
{
u+i (t, x) se σi(x) > 0
u−i (t, x) se σi(x) < 0
i = 1, . . . , m (1.2)
om
σ(x) = [σ1(x) σ2(x) . . . σm(x)]
T
(1.3)
sendo
σi : R
n → R.
Neste aso, u apenas funiona omo reipiente das desontinuidades do sistema para que
f esteja livre de tais desontinuidades. Porém, u também pode ser entendida omo uma
variável de ontrole implementando uma realimentação estátia
1
desontínua em relação
ao estado x ou ao tempo t. A diferença básia entre estes dois asos é que, sendo u
uma realimentação, as desontinuidades são introduzidas pelo ontrole deliberadamente
para se atingir algum objetivo espeío, o que torna o aráter desontínuo uma opção
do projetista. No outro aso, quando u for apenas um repositório das desontinuidades
inerentes ao sistema, não há omo evitá-las, e o projeto de ontroladores para tais sistemas
tem obrigatoriamente que lidar om essas desontinuidades.
O ontrole de estrutura variável é um tipo de ontrole onde o omportamento dinâ-
mio do sistema é imposto através de omutação (Morvan et al., 2004). A idéia entral
deste método onsiste em utilizar as próprias trajetórias naturais do sistema para alançar
um equilíbrio om objetivo previamente denido mediante omutação dos interruptores
1
O aso da realimentação dinâmia pode ser reduzido a uma realimentação estátia desde que algumas
ondições sejam satisfeitas. A demonstração deste resultado não faz parte do esopo deste trabalho.
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(idealmente a freqüênia innita). O ontrole por modo deslizante pode ser representado
por uma superfíie de omutação (que no aso de n dimensões resulta em uma hipersu-
perfíie no espaço de estados) e por uma lei de realimentação de estados que tem uma
ação restringida devido às araterístias da própria função de omutação.
Este tipo de ontrole opera em todo o espaço de estados, diferentemente dos ontro-
ladores onvenionais, lassiamente projetados a partir de modelos lineares, que operam
nos modos de: iniialização (start-up), regime permanente e de proteção do sistema.
1.3 Sistemas de eletrnia de potênia
A maioria dos sistemas de eletrnia de potênia na atualidade são sistemas omutados,
ou seja, operam por omutação de interruptores. Estes sistemas podem estar formados
por um ou mais onversores eletrnios de potênia que utilizam dispositivos semiondu-
tores ontrolados. Existem diferentes ritérios para lassiar os onversores usados em
eletrnia de potênia: tipo dos dispositivos, função, onexões entre as diferentes partes
do onversor et. Entre eles enontram-se os onversores omutados: eles possuem inter-
ruptores eletrnios que, adequadamente omandados (em freqüênias bem maiores que
a freqüênia de linha CA), produzem tensões de saída CC ou CA.
Atualmente, a onversão CC-CA possui importantes apliações prátias omo os Siste-
mas de Forneimento Ininterrupto de Energia (Uninterruptible Power Supply) e os inver-
sores de freqüênia que aionam máquinas CA. Outra importante apliação que omeça a
ganhar espaço está na área da geração distribuída de energia, onde realiza-se a geração de
energia a partir de fontes naturais, omo a energia solar gerada através de élulas solares,
e injeta-se esta energia na rede elétria onvenional.
Os onversores omutados CC-CC básios (buk, boost, buk-boost) possuem uma
estrutura bastante simples. Durante os últimos 15 anos, um onsiderável esforço de pes-
quisa tem sido empregado para estudar a possibilidade de usá-los para geração de tensões
de saída CA (Olm, 2003).
A implementação de ontroladores por superfíie de omutação, para esta lasse de
sistemas omutados, tem a desvantagem de operar a freqüênia variável. Isto representa,
do ponto de vista do projetista do sistema de eletrnia de potênia, um problema pois
todos os elementos do sistema (apaitores, indutores et.) foram projetados para uma
freqüênia de operação xa. Esta freqüênia xa é onseguida através do aionamento
do interruptor utilizando uma modulação por largura de pulsos (PWM). A operação do
sistema utilizando ontrole por superfíie de omutação em freqüênia xa é outro dos
objetivos deste trabalho.
Em geral, este tipo de ontrole apresenta araterístias de robustez e menor tempo de
resposta a perturbações. Entretanto, possui a desvantagem de operar em freqüênia va-
riável e poder apresentar hattering de alta freqüênia. Sistemas operando em freqüênias
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muito variáveis possuem uma distribuição espetral do sinal muito irregular, diultando
a apliação de ltros. Por sua vez, o hattering de alta freqüênia pode ontribuir para
a diminuição da vida útil dos interruptores além de poder inviabilizar a omutação, pois
os interruptores possuem limitações de freqüênia de operação e neessidade de apliação
de um tempo morto.
Controladores de modo deslizante baseados no método do ontrole equivalente fazem
uso de um modulador PWM que opera de forma linear quando a trajetória dos estados
enontra-se próxima à superfíie de omutação. Isto limita a freqüênia de omutação
dos interruptores enquanto agrega araterístias de robustez e desempenho do ontrole
de modo deslizante (DeCarlo et al., 1988).
Por outro lado, a migração dos ontroladores analógios para os digitais neste tipo de
apliações, a partir do apareimento de sistemas miroproessados de alto desempenho
e poder de álulo, relativamente baixo usto e disponíveis omerialmente, omo são os
dispositivos DSP (Digital Signal Proessors), possibilita a implementação de algoritmos
de ontrole totalmente impratiáveis om os antigos ontroladores analógios baseados em
iruitos integrados, apaitores e resistênias. Nesta nova tenologia de ontrole baseada
em DSP, os algoritmos de ontrole são implementados em forma disreta mediante ódigos
de programa, o que resulta em uma menor dispersão nos parâmetros de ontrole que
passam a ser valores denidos por onstantes no programa. Desta forma, o hardware
passa a ser xo e o que muda é o programa que implementa a lei de ontrole.
1.4 Objetivos do trabalho
Constituem-se objetivos deste trabalho:
• Realizar um estudo de geração de osilações em sistemas dinâmios;
• Desenvolver uma ténia de síntese de ontrole para sistemas de estrutura variável
(sistemas omutados), de modo a gerar osilações estáveis nestes sistemas, om
ênfase em apliações na área de eletrnia de potênia (onversores CC-CA);
• Realizar a veriação do funionamento da ténia apliada a onversores buk,
boost, duplo-boost e inversor monofásio através de simulação omputaional;
• Realizar a implementação prátia em laboratório de iruitos onversores em que
sejam empregadas as ténias de ontrole propostas no trabalho utilizando disposi-
tivos DSP (Digital Signal Proessor).
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1.5 Organização do trabalho
O trabalho está organizado da seguinte maneira: No apítulo 2 estudam-se as araterísti-
as dos sistemas dinâmios que apresentam osilações e a geração de osilações autnomas
estáveis através da determinação de uma lei de ontrole que permita ao sistema assumir
o omportamento similar ao osilador não-linear. No apítulo 3 são realizadas apliações
do método proposto na área de eletrnia de potênia. São apresentadas estratégias de
ontrole que permitem a geração de osilações estáveis para os onversores buk, boost,
duplo boost e um inversor. Também são apresentados resultados de simulação que per-
mitem validar o método proposto. No apítulo 4 apresentam-se a implementação e os
resultados obtidos sobre os protótipos de um inversor monofásio e um onversor boost.
No aso do inversor, são apresentadas as formas de onda de tensão e orrente sobre a
arga juntamente om os diagramas de estados om a utilização de uma arga resistiva.
Para testar a robustez do sistema, são mostrados também os resultados obtidos om o uso
de uma arga não linear. No aso do onversor boost, são apresentadas as formas de onda
da tensão de saída e o diagrama das variáveis de estados. Finalmente, no apítulo 5 são
omentados os resultados, os problemas, as ontribuições do trabalho e as perspetivas de
trabalhos futuros.
Capítulo 2
Geração de osilações autnomas em
sistemas dinâmios
2.1 Introdução
Neste apítulo estudam-se as araterístias dos sistemas dinâmios que apresentam os-
ilações amorteidas, não amorteidas e periódio-estáveis, através de suas equações di-
fereniais lineares e não-lineares. Também estuda-se a geração de osilações estáveis (ou
auto-sustentadas) a partir da denição de uma função não linear de uma elipse no espaço
de estados parametrizada em termos da amplitude e freqüênia de um sinal periódio osi-
latório. Esta função é utilizada omo superfíie de omutação para gerar osilações em um
sistema dinâmio. A estabilidade das osilações é estudada a partir da denição de uma
função de Lyapunov que permite projetar uma lei de ontrole que gera o omportamento
osilatório no sistema dinâmio.
Entende-se aqui por autnomas, osilações geradas a partir dos estados apenas, sem
a dependênia de referênias externas (o uso de sinais externos ongura um sistema
forçado).
2.2 Osilações em sistemas dinâmios não-lineares
Os sistemas dinâmios não-lineares nem sempre atingem estados estaionários (equilí-
brios), também podem apresentar osilações periódias, quase-periódias ou aperiódias.
Exemplos deste tipo de omportamento podem surgir nas equações difereniais que mo-
delam um sistema. Osilações deste tipo foram denominadas por Poinaré (1854-1912) de
ilos limites. As osilações em sistemas não-lineares estão assoiadas a atratores do tipo
ilo limite. Um ilo limite é uma trajetória ou órbita fehada isolada que pode apareer
no espaço ou diagrama de estados de sistemas não-lineares. O fato da órbita ser isolada
implia não poderem existir outras órbitas fehadas innitesimalmente próximas. As tra-
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jetórias próximas de um ilo limite se aproximam ou se afastam assintotiamente dele.
Os ilos limites podem ser de três tipos: (i) estáveis; (ii) instáveis; (iii) semi-estáveis. A
gura 2.1 ilustra estas possibilidades.
(a) instável (b) estável () semi-estável
Figura 2.1: Exemplos de ilos-limite.
Em geral, utilizam-se equações difereniais não-lineares autnomas para desrever
sistemas que apresentam osilações auto-sustentadas, i.e., sistemas que apresentam om-
portamento osilatório mesmo na ausênia de sinais periódios externos forçados. Um
exemplo omum a todos é o oração humano que funiona omo um osilador auto-
sustentado. Outro exemplo lássio e amplamente estudado, ao longo dos últimos 400
anos, é o pêndulo. Este sistema talvez tenha sido o sistema físio responsável pelo nas-
imento da teoria dos sistemas dinâmios. Em 1581, no interior da atedral de Pisa,
Galileu (1564-1642) se surpreendeu observando um andelabro que osilava e teve a idéia
de estimar o período da osilação ontando o seu próprio batimento ardíao. Após rea-
lizar diversos experimentos em sua asa usando pedras amarradas em barbante, onluiu
que o período das pequenas osilações não dependia nem da amplitude do movimento, nem
da massa m da pedra, apenas do omprimento l do barbante. (Monteiro, 2002)
Da mesma forma, a teoria das osilações está assoiada, em suas origens, a prinípios
do séulo XX, aos nomes de Poinaré, Rayleigh (1842-1919) e de Van der Pol (1889-
1959). É espeialmente destaável a ontribuição deste último inspirada em apliações na
engenharia elétria e de radioomuniações. Além dos trabalhos pioneiros destes ientis-
tas, se desenvolveram nos anos 30 e 40 as esolas russas de Andronov (1901-1952) e de
Krylov-Bogoliubov. Corresponde a Andronov a araterização das osilações periódias
autnomas omo atratores do tipo ilo limite (Andronov et al., 1987). Andronov esta-
belee as bases da teoria das osilações não-lineares mediante a onuênia da Teoria da
Estabilidade de Lyapunov (1857-1918), a Teoria Qualitativa das equações difereniais de
Poinaré e a lassiação de Birkhof (1884-1944) dos possíveis tipos de omportamento
dinâmio. Mais reentemente podemos enontrar os trabalhos de Fradkov e Pogromsky
(Fradkov and Pogromsky, 1998) no ampo da engenharia, sobre ontrole de osilações. Es-
tes autores introduzem o ontrole nas equações matemátias que representam esta lasse
de sistemas dinâmios om o objetivo de ontrolar a amplitude dos ilos limites.
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Os ilos limites não são possíveis em sistemas modelados por equações difereniais
ordinárias unidimensionais ou em sistemas lineares. É realmente notável o fato de que
os omportamentos osilatórios somente podem produzir-se, de uma forma estrutural-
mente estável, em sistemas não-lineares. Isto signia que o estudo das osilações só
pode realizar-se no ontexto da teoria dos sistemas dinâmios não-lineares. Portanto, é
importante difereniar os ilos limites do omportamento de entro que pode ser enon-
trado nos sistemas lineares, omumente denominado de osilador harmnio ou linear.
Os sistemas lineares que apresentam um equilíbrio do tipo entro, araterizado por ter
um jaobiano om autovalores omplexos onjugados om parte real nula, é envolvido por
trajetórias fehadas, innitesimalmente próximas e determinadas pelas ondições iniiais.
Estas órbitas fehadas são estruturalmente instáveis e não são isoladas. Qualquer mínima
pertubação faz mudar a trajetória para outra órbita do sistema, variando onseqüente-
mente a amplitude da osilação (a freqüênia não varia). No aso não-linear também
pode manifestar-se um omportamento do tipo entro, neste aso tanto a amplitude da
osilação omo a sua freqüênia são determinadas pelas ondições iniiais. No aso do
ilo limite, a amplitude, o período e a forma deste são determinados pelos parâmetros das
equações não-lineares; as ondições iniiais não afetam as araterístias do ilo limite
(Monteiro, 2002).
Os seguintes exemplos permitem mostrar melhor as diferenças entre um ilo limite e
um entro.
Exemplo 2.2.1 Pêndulo simples
O aso partiular do pêndulo linear não amorteido e não forçado é omumente desrito
pela equação
d2x
dt2
+ ω20x = 0 (2.1)
sendo ω0 uma onstante positiva. Essa equação pode ser esrita em termos de variáveis
de estado omo  x˙1 = x2x˙2 = −ω20x1.
ujos autovalores são λ1,2 = ±jω0, omplexos onjugados om parte real nula. Assim, o
ponto de equilíbrio (x¯1, x¯2) = (0, 0) é um entro e ω0 a freqüênia de osilação. Observa-
se aqui que a equação (2.1) é denominada na literatura lássia omo osilador linear.
Entretanto, este sistema é estruturalmente instável pois qualquer perturbação produz
uma mudança de órbita. A análise deste sistema demonstra tratar-se de uma estrutura
de entro, onde a trajetória de estados pode estar sobre qualquer elipse entrada na origem
onde a razão entre os semi-eixos seja ω0, onforme mostrado na gura 2.2. Nos sistemas
reais a implementação deste tipo de osilador linear se torna impratiável devido ao fato
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de não se poder garantir que os autovalores do sistema tenham parte real nula e, aso
isto fosse possível, o sistema seria estruturalmente instável, o que não representa nenhum
interesse prátio.
PSfrag replaements
x1
x2
Figura 2.2: Estrutura de entro.
É interessante mostrar que se for adiionado amorteimento no sistema (2.1) pode-se
quebrar a estrutura de entro, passando a se ter um pêndulo linear amorteido (e não
forçado). Este sistema é omumente desrito pela equação
d2x
dt2
+ 2σ
dx
dt
+ ω20x = 0 (2.2)
que pode ser esrita em termos de variáveis de estado omo x˙1 = x2x˙2 = −ω20x1 − 2σx2,
ujos autovalores são λ1,2 = −σ ±
√
σ2 − ω20. Sempre que σ > 0 temos um movimento
om amorteimento, enquanto que quando σ < 0 o movimento apresenta ampliação.
Além disso, há outros três omportamentos possíveis:
• Movimento super-amorteido: |σ| > |ω0|. Os autovalores são reais e diferentes e a
solução da eq. (2.2) é
xh(t) = A1e
(−σ+
√
σ2−ω2
0
)t + A2e
(−σ−
√
σ2−ω2
0
)t.
• Movimento sub-amorteido: |σ| < |ω0|. Os autovalores são omplexos onjugados e
a solução da eq. (2.2) é
xh(t) = e
−σt
[
A1 cos
(√
ω20 − σ2t
)
+ A2 sin
(√
ω20 − σ2t
)]
.
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• Movimento ritiamente amorteido:|σ| = |ω0|. Os autovalores são reais e iguais e
a solução da eq. (2.2) é
xh(t) = e
−σt(A1 + A2t).
Nos três asos anteriores, as onstantes A1 e A2 são determinadas em termos das ondições
iniiais. △
O interesse de estudo da equação (2.2) se dá quando σ é uma função não-linear dos
estados do sistema, denida omo σ(x1, x2) ou simplesmente omo σ(x). Neste aso,
esolhendo apropriadamente esta função pode-se introduzir amorteimento no sistema,
que pode ser negativo ou positivo dependendo do estado do mesmo. Se o amorteimento
for negativo, tem-se um efeito de ampliação sobre as trajetórias dos estados. Caso
ontrário, se o amorteimento for positivo, o efeito é de atenuação.
Usando-se apropriadamente esta araterístia, de poder ausar ampliação ou atenu-
ação nas trajetórias do sistema, pode-se projetar um osilador de forma a gerar osilações
estáveis. A amplitude do movimento osilatório desejado (ilo limite estável) se onsegue
quando as trajetórias do sistema onvergem para a superfíie σ(x) = 0. Quando a am-
plitude das osilações for menor, devemos ter σ(x) < 0 para ausar ampliação e, aso
ontrário, devemos ter σ(x) > 0 para ausar atenuação sobre as trajetórias do sistema.
Vamos mostrar este aspeto através de um exemplo.
Exemplo 2.2.2 Osilador de Van der Pol
Um exemplo lássio de osilador não-linear onde σ é uma função dos estados é a equação
de Van der Pol. A seguinte equação, onde µ é um parâmetro positivo, representa um
osilador harmnio simples, om atrito que depende da posição x de maneira não-
linear
d2x
dt2
+ µ(x2 − 1)dx
dt
+ x = 0. (2.3)
A função σ(x) = µ(x2 − 1) age omo amorteimento para x2 > 1, mas omo ampli-
ador para x2 < 1. Assim, o termo que ontém σ(x) faz om que osilações om grande
amplitude deaiam e que osilações om pequena amplitude resçam. Isso leva o sistema
a uma osilação auto-sustentada (um ilo limite), em que a energia dissipada e a energia
ganha, em um período, se equivalem.
Os autovalores assoiados ao ponto de equilíbrio (0,0) são
λ1,2 =
µ±
√
µ2 − 4
2
o que mostra que este ponto é um foo instável para 0 < µ < 2 (gura 2.3-), um nó
instável para µ > 2 (gura 2.3-d), um foo assintotiamente estável para −2 < µ < 0
(gura 2.3-b) e um nó assintotiamente estável para µ < −2 (gura 2.3-a).
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(a) µ = −3 (b) µ = −1
() µ = 1 (d) µ = 3
Figura 2.3: Diagrama de estados da equação de Van der Pol.
É interessante destaar que no aso da Eq.(2.3), o termo σ(x), relaionado om o
amorteimento, depende somente do estado x do sistema. Este termo muda de sinal
quando x = ±1, alterando o sinal do amorteimento do sistema. As retas x = ±1 denem
uma região aberta no plano (x, x˙).
Uma esolha mais interessante é denir uma função σ(x, x˙), isto é, dependente tanto
de x omo da sua derivada x˙. Desta forma, se onsegue operar om uma região fehada
no plano (x, x˙), por exemplo, um írulo ou uma elipse, mas poderia ser qualquer outra
função previamente esolhida. Voltaremos a abordar este aspeto na seção 2.3, onde
denimos um osilador baseado na função σ(x, x˙) representando uma elipse. △
Podemos expressar os resultados anteriormente oloados de uma forma mais geral.
Uma lasse de osiladores em R
2
pode ser representada mediante a seguinte equação
matemátia
x¨+ σ(x, x˙) + g(x) = 0 (2.4)
onde σ(x, x˙) representa o amorteimento do sistema. Para simpliar podemos denir
σ(x, x˙) = f(x)x˙, então
x¨+ f(x)x˙+ g(x) = 0 (2.5)
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ou em oordenadas de Liénard (Monteiro, 2002) omo
x˙ = y − F (x)
y˙ = −g(x) (2.6)
onde F (x) =
∫ x
0
f(ξ)dξ.
Note que
dF (x)
dt
= ∂F (x)
∂x
dx
dt
= f(x)x˙. Portanto dene-se y = x˙+ F (x), y˙ = x¨+ x˙f(x) e
omo y˙ = −g(x) então obtém-se a Eq.(2.5). Assumindo que g(0) = 0, então (x¯, y¯) = (0, 0)
é o únio ponto de equilíbrio. A estabilidade do equilíbrio é determinada a partir dos
autovalores da matriz jaobiana do sistema alulada em (0, 0)
J(0, 0) =
(
−f(0) 1
−∂g(0)
∂x
0
)
. (2.7)
As raízes da equação λ2 + f(0)λ+ ∂g(0)
∂x
= 0 são
λ1,2 =
−f(0)±
√
f(0)2 − 4∂g(0)
∂x
2
.
É fáil mostrar que (0, 0) é instável se f(0) < 0 ou ∂g(0)
∂x
< 0. Caso ontrário, o equilíbrio
é estável.
Liénard provou em 1928, que no sistema da Eq.(2.5) existe um únio ilo limite assin-
totiamente estável se as funções f(x) e g(x) satisfazem as seguintes ondições (Monteiro,
2002)
1. f(x) e g(x) são ontinuamente difereniáveis em x;
2. g(−x) = −g(x), ∀x (g(x) é uma função ímpar);
3. g(x) > 0, ∀x > 0;
4. f(−x) = f(x), ∀x (f(x) é uma função par);
5. F (x) =
∫ x
0
f(ξ)dξ deve ter uma raiz positiva para x = a, negativa para 0 < x < a e
positiva para x > a, e limx→∞ F (x)→∞.
No aso do osilador de Van der Pol, a Eq.(2.3) satisfaz todas as ondições de Liénard,
portanto, tem um únio ilo limite assintotiamente estável para µ > 0.
Novamente para simpliar o nosso estudo dos osiladores, assumimos que g(x) = ω20x,
sendo ω0 denida omo a freqüênia natural do sistema. Até aqui os osiladores estudados
são do tipo autnomo (não forçados). Entretanto existe uma lasse muito interessante de
Capítulo 2. Geração de osilações autnomas em sistemas dinâmios 16
osiladores denominados forçados. Seja
x¨+ σ(x, x˙) + ω20x = p(t) (2.8)
onde p(t) é o termo forçado, que pode ser denido, por exemplo, omo p(t) = δ cos(ωdt),
onde ωd é a freqüênia do termo forçado. A análise matemátia da Eq.(2.8) é realmente
muito omplexa e transende o objetivo deste trabalho. Entretanto alguns omentários
são interessantes. Em (2.8) existem duas freqüênias ompetindo neste sistema: (i) a
freqüênia natural ω0 e (ii) a freqüênia ωd do sistema forçado. Isto pode dar lugar ao
fenmeno onheido omo ressonânia. O fenmeno de ressonânia foi responsável pelo
olapso de várias pontes no mundo ao longo da história. Em 1850, uma ponte na França
aiu ao passo de uma tropa de soldados. Em 1940 a ponte Taoma, loalizada no EUA se
quebrou e aiu devido também a um problema de ressonânia quando exitada por fortes
rajadas de vento (Monteiro, 2002). Estudos sobre os osiladores forçados podem ser
enontrados nas referênias (Andronov et al., 1987), (Gukenheimer and Holmes, 1986),
(Jordan and Smith, 1977) e (Glendinning, 1994).
2.3 Geração de osilações autnomas
O objetivo que proura-se alançar é a obtenção de um sistema osilatório na forma
v = A sinωt (2.9)
uja derivada é
v˙ = Aω cosωt. (2.10)
Tendo-se um sistema onde v e v˙ sejam os estados, para o objetivo apresentado em (2.9),
a trajetória dos estados (v, v˙) no gráo do plano de estados apresenta a forma de uma
elipse, omo mostrado na gura 2.4. A equação desta elipse é
v2
A2
+
v˙2
(ωA)2
= 1
e pode ser estabeleida omo o objetivo de um sistema de ontrole.
Neste sentido, dene-se a função parametrizada da elipse
P (x1, x2) =
(x1
A
)2
+
(x2
B
)2
− µ2s (2.11)
onde x1 = v e x2 = v˙ representam os estados e A, B e µs são os parâmetros da elipse, om
µs positivo. Tal elipse possui omo semi-eixos µsA e µsB. Deste modo, o parâmetro µs
pode ser visto omo fator de esala da elipse em questão. Por simpliidade, denotaremos
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PSfrag replaements v
v˙
Aω
A
Figura 2.4: Elipse denida pelos estados v e v˙ no espaço de estados (v, v˙).
a função omo P (x), onde x é o vetor de estado.
Em um dado instante, se zermos a leitura dos estados x1 e x2 e apliarmos à eq.
(2.11) poderemos ter os seguintes asos:
• P (x) > 0: a trajetória dos estados está em algum lugar fora da elipse;
• P (x) = 0: a trajetória dos estados está sobre a elipse;
• P (x) < 0: a trajetória dos estados está em algum lugar dentro da elipse.
Estes resultados podem ser usados para guiar a trajetória dos estados para a obtenção
do objetivo P (x) = 0 que representa uma ondição fundamental para obter o sistema
osilatório desejado.
Esta função pode ser manipulada para uma forma mais onveniente denindo σ(x) =
B2P (x) resultando em
σ(x) = ω2x21 + x
2
2 − µ (2.12)
onde
ω =
B
A
e µ = (µsB)
2 .
Esta forma evidenia que a freqüênia angular ω é dada pela razão entre os semi-eixos da
elipse.
As equações (2.9) e (2.10) representam as soluções da equação diferenial
v¨ + ω2v = 0
e, denindo x1 = v e x2 = v˙, pode ser esrito na forma de equações de estado x˙1 = x2x˙2 = −ω2x1. (2.13)
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A introdução de um termo −kσ(x)x2 no sistema (2.13), onde k é um valor positivo,
permite a obtenção de um sistema que possua um ilo limite uja amplitude e freqüênia
orrespondem às equações (2.9) e (2.10). O lugar geométrio do ilo-limite no espaço
de estados (x1, x2) está representado na gura 2.4. Desta maneira, a forma normalizada
de um osilador não-linear pode ser expressa omo (Arail and Gordillo, 2002)(Gómez-
Estern, 2002)  x˙1 = x2x˙2 = −ω2x1 − kσ(x)x2 (2.14)
ou na forma da equação (2.4) omo
x¨+ kσ(x)x˙+ ω2x = 0.
Aqui se podem apliar as ondições de Liénard da seção anterior para veriar a existênia
de um ilo-limite estável para σ(x) = 0, tendo omo soluções x1 = A sinωt e x2 =
Aω cosωt. De fato, sempre que a trajetória enontra-se fora da elipse, σ(x) > 0 e o
termo −kσ(x) é negativo ausando um efeito de amorteimento; por sua vez, quando a
trajetória enontra-se dentro da elipse, σ(x) < 0 e o termo −kσ(x) passa a ser positivo
ausando um efeito de ampliação. Perebe-se que a trajetória dos estados é forçada
em direção à elipse e o parâmetro k > 0 permite ajustar a intensidade de atração da
trajetória em sua direção.
Para veriar a estabilidade do ilo-limite, dene-se a seguinte função de Lyapunov
V (σ) ,
σ(x)2
4
(2.15)
=
1
4
[
(ω2x21 + x
2
2)
2 − 2µ(ω2x21 + x22) + µ2
]
(2.16)
tal que
V (σ) > 0 ∀σ(x) 6= 0.
A equação (2.15) terá seu mínimo alançado quando σ(x) = 0. Dependendo dos valores
do parâmetro µ, a função V (σ) possui formas geométrias bastante diferentes. Existem
duas situações possíveis para o sistema:
1. Para µ < 0 o valor mínimo de V (σ) oorre em um únio ponto, na origem do espaço
de estados (x1, x2) (gura 2.5-a).
2. Para µ > 0 o valor mínimo de V (σ) oorre sobre a urva fehada ω2x21 + x
2
2 = µ
formando uma trajetória elíptia em torno da origem (gura 2.5-b).
O valor µ = 0 orresponde a uma bifuração de Hopf. A varredura do parâmetro de
bifuração µ evidenia tratar-se de uma bifuração de Hopf superrítia. Este é um aso
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(a) µ < 0 (b) µ > 0
Figura 2.5: Gráos de V (σ).
Figura 2.6: Bifuração de Hopf superrítia.
partiular da bifuração de Hopf onde o equilíbrio (0,0) passa de estável (µ < 0) a instável
e surge um ilo limite estável (µ > 0), omo mostrado na gura 2.6. A gura 2.7 mostra
um exemplo dessa bifuração onsiderando o sistema (2.14). O interesse de nosso estudo
se dá nos asos onde o parâmetro µ torna o sistema resultante osilatório estável, ou seja,
existe um ilo limite estável (Gómez-Estern, 2002).
A gura 2.5-b mostra a função V (σ) quando µ > 0. Da gura tem-se que o onjunto
Γ = {(x1, x2) ∈ R2/σ(x) = 0} desreve uma elipse ujos semi-eixos são dados por A e ωA.
A derivada da função V (σ) é dada por
V˙ (σ) = −kσ(x)2x22 (2.17)
de modo que
V˙ (σ) 6 0 ∀σ(x) 6= 0; k > 0.
Capítulo 2. Geração de osilações autnomas em sistemas dinâmios 20
(a) µ = −1 (b) µ = 0
() µ = 0.2 (d) µ = 1
Figura 2.7: Evolução do parâmetro µ e o apareimento do ilo limite para o sistema
(2.14) om k = 1. O valor µ = 0 mara o apareimento do ilo limite. Para failitar a
visualização, foram traçadas apenas as trajetórias externas.
Aqui se veria uma limitação deste sistema nos pontos onde x2 = 0, pois nestes
pontos temos V˙ (σ) = 0 enquanto σ(x) 6= 0 e V (σ) 6= 0, o que ontraria o teorema de
Lyapunov pois para se ter uma estabilidade assintótia deve-se ter V˙ (σ) < 0 para todo
σ(x) 6= 0. Entretanto, uma análise mais detalhada apliando o teorema de LaSalle e a
determinação dos onjuntos invariantes (Monteiro, 2002)(Khalil, 1996) permite onluir
que o ilo-limite é assintotiamente estável. Na gura 2.8 são mostradas as funções V (σ)
e V˙ (σ) para os asos em que µ < 0 e µ > 0. Partiularmente nas guras 2.8-b e 2.8-d
am evidentes as regiões onde V˙ (σ) = 0.
Analisando o aso partiular onde x2 = 0, a partir das equações (2.14), temos x˙1 = 0x˙2 = −ω2x1.
Isto nos diz que nesta região não há dinâmia em x1 mas a dinâmia de x2 não é nula,
exeto em x1 = 0. Assim, apesar de V˙ (σ) = 0 em x2 = 0 om x1 6= 0, a dinâmia existente
em x2 onduz a trajetória para fora desta região.
O omportamento do sistema também varia om o valor da onstante k que, a prin-
ípio, dene o grau de atratividade da superfíie σ(x) = 0. Uma análise deste om-
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(a) V (σ), µ < 0 (b) V˙ (σ) µ < 0
() V (σ) µ > 0 (d) V˙ (σ) µ > 0
Figura 2.8: Gráos da função de Lyapunov. As funções estão limitadas e, por este
motivo, apareem na gura os planos limitadores.
Figura 2.9: Curvas de dinâmia nula para vários valores de k.
portamento pode ser feita mediante o traçado das urvas de dinâmia nula. Estas urvas
orrespondem às equações algébrias obtidas ao igualar a zero as derivadas das eqs. (2.14),
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obtendo x2 = 0 e x2 = − ω2x1kσ(x) . É evidente que as interseções destas urvas orrespondem
aos equilíbrios do sistema. A gura 2.9 mostra o traçado destas urvas para diferentes
valores de k.
(a) k = 1 (b) k = 20
Figura 2.10: Curvas de dinâmia nula e omportamento das linhas de onvergênia.
A gura 2.10 mostra a evolução dos estados do sistema a partir de diferentes ondições
iniiais. Nota-se que a onvergênia das trajetórias externas em direção ao ilo-limite
é maior para valores pequenos de k, omo se vê na gura 2.10-a. Já para valores mais
elevados de k as urvas de dinâmia nula se aproximam e a onvergênia das trajetórias
externas reduz-se muito.
A gura 2.10-a refere-se a um sistema onde k = 1 e mostra que as urvas de dinâmia
nula se ruzam na origem e se aproximam à medida que |x1| rese. Isto mostra que a
origem é um equilíbrio do sistema e que regiões onde x2 = 0 om |x1| elevado apresentam
dinâmia muito reduzida.
Já a gura 2.10-b mostra o mesmo sistema om k = 20. De fato, a onvergênia das
trajetórias em direção à elipse é bem mais aentuada. Em ontrapartida, as urvas de
dinâmia nula também se aproximam de forma muito mais aentuada. Isto signia que
a dinâmia é bastante reduzida em pontos onde x2 = 0 bastante próximos da elipse.
Em ondições normais, o sistema osila omo esperado. Entretanto, para ondições
iniiais om |x1| elevado ou na oorrênia de perturbações, a trajetória pode alançar
pontos externos à elipse onde x2 = 0. Dependendo do valor de k, o sistema poderá levar
um tempo muito grande para o retorno ao regime osilatório.
Este omportamento também foi veriado nos experimentos de laboratório.
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2.4 Geração de osilações autnomas por modos desli-
zantes
Um método alternativo para a obtenção de um sistema osilatório onsiste em adiionar-
se um termo −k sgn(σ(x))x2 ao sistema (2.13), o que também permite a obtenção de um
sistema que possui um ilo limite. Desta maneira, a forma normalizada do osilador
não-linear pode ser expressa omo x˙1 = x2x˙2 = −ω2x1 − k sgn(σ(x))x2. (2.18)
De maneira similar ao sistema (2.14), o sistema (2.18) onduz a trajetória dos esta-
dos em direção à elipse. Quando a trajetória dos estados enontra-se fora da elipse,
σ(x) > 0, o termo −k sgn(σ(x)) é negativo e oorre um efeito de amorteimento. Quando
a trajetória dos estados enontra-se dentro da elipse, σ(x) < 0, o termo −k sgn(σ(x))
passa a ser positivo e oorre um efeito de ampliação. Entretanto, a função sgn(σ(x)) é
desontínua em σ(x) = 0 e pode assumir apenas dois valores {−1, 1}. Em regime perma-
nente, a trajetória de estados enontra-se literalmente sobre a superfíie e sgn(σ(x)) = 0
omo resultado da omutação do sinal de σ(x) a uma freqüênia idealmente innita. Em
sistemas físios reais, dado que a freqüênia de omutação de sgn(σ(x)) é limitada, o que se
veria é que σ(x) osila em torno de zero troando de sinal ontinuamente ongurando
um modo deslizante.
Para veriar a estabilidade do ilo-limite, dene-se a função de Lyapunov V omo
sendo
V (σ) ,
|σ(x)|
2
=
σ(x) · sgn(σ(x))
2
(2.19)
de onde se pode onluir que
V (σ) > 0 ∀σ(x) 6= 0.
De forma análoga ao sistema obtido de (2.15), há duas situações possíveis para o
sistema, uma para µ < 0 omo mostrado na gura 2.11-a e outra para µ > 0 omo
mostrado na gura 2.11-b, om a oorrênia de uma bifuração de Hopf em µ = 0. Neste
segundo aso, o valor mínimo de V (σ) oorre sobre a urva fehada ω2x21 + x
2
2 = µ que é
o ilo-limite do sistema.
A derivada de V (σ) resulta
V˙ (σ) = −kx22 (2.20)
de modo que
V˙ (σ) 6 0 ∀σ(x) 6= 0.
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(a) µ < 0 (b) µ > 0
Figura 2.11: Gráos de V (σ).
(a) V (σ) (b) V˙ (σ)
Figura 2.12: Gráos da função de Lyapunov. Ambas as funções estão limitadas e,
por este motivo, apareem na gura os planos limitadores.
De maneira similar ao que se obteve om o osilador visto na seção anterior, aqui
também se nota uma limitação do sistema nos pontos onde x2 = 0, pois nestes pontos
temos V˙ (σ) = 0 enquanto σ(x) 6= 0 e V (σ) 6= 0, o que ontraria o teorema de Lyapunov
pois para se ter estabilidade assintótia seria neessário ter V˙ (σ) < 0 para todo σ(x) 6= 0.
A análise das urvas de dinâmia nula também auxilia na ompreensão do ompor-
tamento do sistema. A gura 2.13 mostra os traçados das urvas de dinâmia nula para
diferentes valores de k. De forma similar às urvas de dinâmia nula do osilador da seção
anterior, pode-se notar que à medida que rese o valor de k as urvas se aproximam,
entretanto, o omportamento das trajetórias externas é bastante diferente. Aqui se ob-
serva a natureza da atratividade onstante ao longo da trajetória do ilo-limite expressa
também na orientação linear da urva de dinâmia nula x˙2 = 0. Na gura 2.14-a se nota
que o ângulo perorrido por diferentes trajetórias desde uma urva de dinâmia nula até
Capítulo 2. Geração de osilações autnomas em sistemas dinâmios 25
Figura 2.13: Curvas de dinâmia nula para vários valores de k.
(a) k = 1 (b) k = 20
Figura 2.14: Curvas de dinâmia nula e omportamento das linhas de onvergênia.
a outra é o mesmo e, portanto, onsomem o mesmo tempo.
Mas o detalhe mais importante é que as duas urvas não se aproximam à medida que
|x1| rese. Ao ontrário, se afastam. Isto garante que qualquer trajetória externa alane
o ilo-limite.
2.5 Grau de atratividade das trajetórias
Os osiladores ontínuo e por modo deslizante são apazes de gerar a osilação de saída
desejada. Entretanto, foi veriado um problema de seguimento da trajetória da elipse
σ(x) = 0 nas proximidades de x2 = 0. Nesta seção apresenta-se este problema de onver-
gênia à elipse e se propõe uma solução, que será desrita a seguir.
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Lembrando que as equações do osilador são dadas por x˙1 = x2x˙2 = −ω2x1 − k σ(x)x2, (2.21)
observa-se que no regime de osilação oorre o seguimento ideal de σ(x) = 0 em toda a
trajetória. A atratividade desta urva σ(x) = 0, neste aso partiular, é proporional ao
ganho de σ(x). Na equação (2.21) esse ganho é dado por kx2. Como k é onstante, a
urva tende a apresentar baixa atratividade para valores pequenos de x2. Uma proposta
para ontornar este problema onsiste em denir k omo função de x2 tal que
k(x2) =
ρ
|x2| ,
resultando que
−k(x2)x2σ(x) = −ρ x2|x2|σ(x) = −ρ sgn(x2)σ(x).
Pode-se agora observar que ρ passa a ser a onstante de ganho e que a atratividade não
depende mais do valor de x2, apenas de seu sinal. Em outras palavras, a atratividade se
torna onstante ao longo da trajetória σ(x) = 0.
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) k = ρ|x2| om ρ = 140
Figura 2.15: Detalhe do diagrama de estados (x1, x2) na proximidade de x2 = 0.
A gura 2.15 mostra o detalhe do diagrama de estados nas proximidades de x2 = 0 de
um sistema em regime de osilação para três asos partiulares. Na gura 2.15-a utiliza-se
k = 1200. Observa-se que, para este aso, na região da elipse om baixos valores para x2,
o termo k σ(x)x2 não é apaz de impor a trajetória desejada aos estados. Na gura 2.15-b
utiliza-se k = 7000, o que ajuda a melhorar o seguimento da trajetória, entretanto, para
pontos da trajetória onde x2 é grande, o termo de amorteimento assume valores elevados.
Finalmente, na gura 2.15- utiliza-se a estratégia proposta, om ρ = 140. Observa-se que
o seguimento da trajetória supera os dois asos anteriores pois, neste aso, a atratividade
deixa de depender do valor de x2.
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2.6 Análise dos diferentes tipos de osiladores propos-
tos
Nas seções anteriores foram apresentadas quatro estruturas diferentes de osiladores, da-
das por
osilador 1:
 x˙1 = x2x˙2 = −ω2x1 − k σ(x) x2,
osilador 2:
 x˙1 = x2x˙2 = −ω2x1 − k sgn(σ(x)) x2,
osilador 3:
 x˙1 = x2x˙2 = −ω2x1 − ρ σ(x) sgn(x2),
osilador 4:
 x˙1 = x2x˙2 = −ω2x1 − ρ sgn(σ(x)) sgn(x2).
Os osiladores 2 e 4 operam em modos deslizantes enquanto os dois últimos tiveram
a onstante k substituída por k = ρ|x2| . Esta ombinação resulta em osiladores om
omportamentos distintos.
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Figura 2.16: Curvas de dinâmia nula para diferentes estratégias de ontrole.
Na gura 2.16 se observa os diferentes traçados das urvas de dinâmia nula para ada
um dos asos, usando k (ou ρ) = 4, 5 para todos os osiladores. Observando a gura,
pode-se notar que os osiladores de modo deslizante possuem a vantagem de permitir a
onvergênia de qualquer trajetória ao ilo-limite num tempo muito menor que no aso
ontínuo.
Na gura 2.17 são apresentadas as urvas de dinâmia nula de ada osilador onside-
rando alguns valores de k (ou ρ). Em todos os asos, a evidente que quando se adotam
valores elevados para k (ou ρ) aparee o problema da dinâmia reduzida nas proximidades
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Figura 2.17: Traçado das urvas de dinâmia nula para os asos do (a) osilador 1, (b)
osilador 2, () osilador 3, (d) osilador 4.
de x2 = 0.
Nas guras 2.18 e 2.19 enontramos as formas de onda dos estados x1 e x2 e também
a forma de onda de x˙2, que orresponde a −ω2x1− kσ(x)x2, onsiderando primeiramente
uma ondição iniial loalizada no interior da elipse e depois onsiderando uma outra
ondição iniial loalizada externamente à elipse, ambas nas proximidades de x2 = 0.
Nestas simulações foi usado k(ou ρ) = 4, 5.
Na gura 2.20 são apresentados os respetivos diagramas de estados dos quadro osi-
ladores, na mesma ordem das dos gráos das guras 2.18 e 2.19.
No aso da primeira ondição iniial, todos os osiladores foram apazes de onduzir
a trajetória dos estados ao ilo-limite e nele permaneer. No aso da segunda ondição
iniial, à exeção do tereiro osilador, os outros três onseguiram levar a trajetória de
estados até o ilo-limite e nele permaneer. O osilador 1 levou um tempo maior que os
osiladores 2 e 4 para alançar o ilo-limite.
Esta análise nos mostra que os osiladores que operam por modos deslizantes apresen-
tam resposta mais rápida em relação aos outros osiladores, entretanto apresentam um
sinal de ontrole bastante desontínuo, o que pode signiar uma fonte de ruído no sis-
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Figura 2.18: Formas de onda dos estados (x1, x2) dos osiladores onsiderando a on-
dição iniial (0, 1; 0, 1).
tema. Também apresentam reuperação mais rápida em relação a perturbações bem omo
menor suseptibilidade a variações paramétrias do sistema, o que os tornam mais robus-
tos que os outros osiladores. Estas onlusões foram tiradas após um grande número de
simulações e experimentos não mostrados neste trabalho.
2.7 Método de projeto para ontrole de osilações
Nesta seção são apresentados dois métodos de projeto para ontrole de osilações em
sistemas dinâmios.
2.7.1 Método por realimentação de estado
A idéia deste método é transformar uma lasse de sistemas dinâmios em outro, dado
pela equação (2.14) ou (2.18) através da ação de ontrole para que o sistema dinâmio
ontrolado assuma um omportamento osilatório estável.
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Figura 2.19: Formas de onda dos estados (x1, x2) dos osiladores onsiderando a on-
dição iniial (3, 3; 0, 1).
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Figura 2.20: Diagrama de estados para ondição iniial x1 = 0, 1 (a)(b)()(d) e para
uma ondição iniial x1 = 3, 3 (e)(f)(g)(h).
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Para um sistema de segunda ordem x˙1 = x2x˙2 = f(x1, x2) + g(x1, x2)u. (2.22)
onde g−1(x1, x2) existe sobre um domínio de interesse D, isto é, g(x1, x2) 6= 0, ∀(x1, x2) ∈
D, os resultados das seções anteriores permitem tratar o projeto de uma lei de ontrole
para que a saída do sistema seja osilatória. O sistema (2.22) pode ser transformado
através da ação de ontrole de modo a se obter o omportamento em malha fehada dado
pelo osilador não-linear (2.14) ou osilador não-linear por modos deslizantes (2.18). Por
simpliidade, f(x1, x2) e g(x1, x2) serão denominadas apenas omo f(x) e g(x), onde x
representa o vetor de estados.
No aso do osilador não-linear, utilizando a lei de ontrole por realimentação de
estados dada por
u = g−1(x) [v(x)− f(x)] (2.23)
onde
v(x) = −ω2x1 − kσ(x)x2 (2.24)
om σ(x) sendo uma função dos estados dada por
σ(x) = ω2x21 + x
2
2 − µ, (2.25)
onde ω é a freqüênia de osilação desejada e µs é um parâmetro assoiado à esala das
amplitudes de osilação de x1 e x2, podemos transformar a equação (2.22) na equação
(2.14). De uma maneira direta, estabeleendo-se omo objetivo a função x1(t) = A sinωt
obtém-se que x2(t) = Aω cosωt e µ = (Aωµs)
2
onde µs é diretamente o fator de esala,
normalmente esolhido omo positivo e unitário.
Em geral f(x) e g(x) possuem termos relaionados aos parâmetros do modelo, omo
por exemplo no aso de onversores de eletrnia de potênia, L, C e R. Para este
exemplo, a dependênia da arga é o fator mais rítio, pois ondiiona a lei de ontrole
ao seu prévio onheimento. Entretanto, o ajuste do ganho k pode garantir a robustez
do sistema ompensando a variação da arga em torno de uma faixa de valores aeitáveis
omo ondição de projeto. O mesmo se aplia ao uso de argas não-lineares.
No aso do osilador não-linear por modos deslizantes, utilizando-se a lei de ontrole
u = g−1(x) [v(x)− f(x)] (2.26)
onde
v(x) = −ω2x1 − k sgn(σ(x))x2 (2.27)
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om σ(x) sendo o mesmo da equação (2.25), onde os parâmetros ω e µs tem o mesmo
signiado desrito anteriormente, podemos transformar a equação (2.22) na equação
(2.18).
Entre as leis de ontrole denidas em (2.24) e (2.27), a segunda é mais robusta e
permite uma ompensação mais eiente da variação dos parâmetros do modelo. Por
este motivo, foi a ténia utilizada para o projeto que será apresentado na seção 3.5 e
no apítulo 4. Entretanto, apesar da robustez, possui a desvantagem de gerar muitas
desontinuidades na lei de ontrole ausando ruídos no sistema.
O método apresentado nesta seção pode estender-se a sistemas de dimensão maior que
2 apliando-se a ténia de Bakstepping (Arail et al., 2002b, 2004).
2.7.2 Método baseado no gradiente de veloidade
Uma forma alternativa de projeto apliado a sistemas não-lineares é o método do gradiente
de veloidade, proposto por Fradkov and Pogromsky (1998). Este é um método que
onsiste em enontrar a função de ontrole que estabiliza o sistema através da análise da
função de Lyapunov.
Dado o seguinte sistema  x˙1 = x2x˙2 = f(x1, x2) + g(x1, x2)u. (2.28)
dene-se a seguinte função omo objetivo de ontrole (Fradkov and Pogromsky, 1998)
σ = ω2x21 + x
2
2 − µ.
Para este objetivo, propõe-se a seguinte função de Lyapunov
V =
1
4
σ2 > 0
sendo
V˙ =
1
2
σσ˙
=
1
2
σ
(
2ω2x1x˙1 + 2x2x˙2
)
= σ
[
ω2x1x2 + x2 (f(x1, x2) + g(x1, x2)u)
]
. (2.29)
Para que V˙ < 0 a ação de ontrole deve ser
u =
1
g(x1, x2)
[−f(x1, x2)− ω2x1 − kσx2] . (2.30)
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onde k > 0. De (2.30) em (2.29) temos que V˙ = −kσ2x22. Note que, em (2.30), a ação de
ontrole está denida para g(x1, x2) 6= 0.
Observe que através deste método obtém-se uma expressão para V˙ igual à da equação
(2.17) resultando em um sistema igual ao sistema (2.14).
De maneira similar, para o aso do osilador não-linear por modos deslizantes, propõe-
se a seguinte função de Lyapunov
V =
1
2
|σ| = 1
2
σ sgn(σ) > 0
sendo
V˙ =
1
2
σ˙ sgn(σ)
=
[
ω2x1x2 + x2 (f(x1, x2) + g(x1, x2)u)
]
sgn(σ). (2.31)
Para que V˙ < 0 a ação de ontrole deve ser
u =
1
g(x1, x2)
[−f(x1, x2)− ω2x1 − k sgn(σ)x2] . (2.32)
onde k > 0. De (2.32) em (2.29) temos que V˙ = −kx22.
Através deste método obtém-se uma expressão para V˙ igual à da equação (2.20) re-
sultando em um sistema igual ao sistema (2.18).
2.8 Conlusão do apítulo
No presente apítulo foram abordados oneitos sobre a geração de osilações em sistemas
dinâmios não-lineares, mostrados através dos exemplos do pêndulo simples e do osilador
de Van der Pol. Foram apresentados aspetos gerais de osiladores não-lineares em R
2
,
onde o termo ligado ao amorteimento do sistema assume um papel importante. Assoiada
a este termo, foi denida uma função que delimita uma trajetória elíptia fehada no
espaço de estados. A análise de estabilidade do sistema dinâmio proposto omo osilador
foi realizada através do método de Lyapunov e da análise das urvas de dinâmia nula, as
quais nos revelam alguns detalhes adiionais sobre o omportamento do sistema. Também
foi apresentada a proposta de um osilador por modos deslizantes que apresentou maior
robustez em relação ao osilador ontínuo. Foi apresentado também um método de projeto
para ontrole de osilações em sistemas dinâmios que onsiste na determinação de uma
lei de ontrole que transforma o sistema dado em um osilador não-linear. No apítulo
seguinte são apliadas estas ténias na obtenção de osilações para os asos dos lássios
onversores monofásios buk e boost, geralmente utilizados omo onversores CC-CC. A
idéia é utilizá-los omo onversores CC-CA, omo será visto no apítulo 3.
Capítulo 3
Apliações em eletrnia de potênia
3.1 Introdução
Neste apítulo são apliadas as ténias apresentadas nos apítulos anteriores à geração
de osilações em iruitos de eletrnia de potênia. Para tal, quatro onversores foram
esolhidos: buk, boost, duplo boost e inversor.
No apítulo anterior se mostrou que o osilador de modo deslizante é mais indiado
nos asos em que se deseja maior robustez. Entretanto, em muitos asos das apliações
de eletrnia de potênia é preferível utilizar o osilador ontínuo, por ter um ontrole
suave e que não apresenta variações brusas. Estas variações brusas provoam efeitos
indesejados (ruído audível no indutor, geração de harmnios et).
No aso partiular do onversor boost, estuda-se também a dinâmia interna respon-
sável pelo omportamento do onversor. Esta dinâmia interna gera importantes infor-
mações sobre o seu funionamento que são utilizadas na síntese da lei de ontrole.
Resultados de simulações, realizadas em ambiente Simulink, permitem omparar a
eiênia do método proposto.
Tanto o onversor buk omo o onversor boost são utilizados omumente em on-
versões CC-CC. Entretanto, o objetivo aqui é utilizá-los em onversores CC-CA somado
a um nível ontínuo. O inversor monofásio representa uma variação do onversor buk
possuindo a ligação da fonte em ponte ompleta e, om isso, não há nível ontínuo somado
ao sinal CA de saída. Da mesma forma, o onversor duplo boost também permite obter
uma tensão senoidal de saída sobre a arga sem nível ontínuo somado a esta tensão.
Nas guras 3.1 e 3.10 é mostrado o iruito básio do onversor buk ideal utilizando
arga resistiva. Para simpliar a análise, onsidera-se o aso idealizado onde são des-
prezadas as resistênias assoiadas aos elementos que armazenam energia assim omo as
resistênias assoiadas aos semiondutores.
No aso partiular do onversor buk, há duas esolhas possíveis para as variáveis de
estado. A primeira dene as variáveis de estado sobre os dois elementos armazenadores
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de energia, a saber, a orrente no indutor iL e a tensão sobre o apaitor vc (gura 3.10).
A segunda dene as variáveis de estado somente no elemento de saída, ou seja, a tensão
vc e a orrente ic sobre o apaitor (gura 3.1).
Antes de prosseguir om a análise de ambos os asos, abe ressaltar que esta segunda
forma de denição das variáveis de estado do sistema apresenta vantagens importantes
em relação à primeira forma. A prinipal vantagem relaiona-se om a invariabilidade do
objetivo de ontrole em relação a variações de arga. Em outras palavras, isto signia
dizer que o ontrole não é afetado pela variação da arga.
Uma segunda vantagem desta segunda forma é que o sistema om as variáveis de estado
assim denidas apresenta-se na forma annia x˙1 = kx2. Sistemas assim denidos não
neessitam sofrer troa de variáveis e podem diretamente tirar proveito da ténia de
ontrole proposta neste trabalho.
3.2 Controle do Conversor Buk usando ic e vc omo
estados
Na gura 3.1 aparee o diagrama esquemátio do onversor buk em malha fehada. O
sistema de ontrole utiliza as medições de tensão e de orrente no apaitor, usadas omo
as variáveis de estado do sistema.
Figura 3.1: Conversor buk utilizando ic e vc omo variáveis de estado.
Denindo a tensão vc e a orrente ic sobre o apaitor de saída omo as variáveis
de estado x1 e x2, respetivamente, obtemos o seguinte modelo para o onversor (vide
apêndie B): 
Cx˙1 = x2
Lx˙2 = −x1 − L
RC
x2 + uE
(3.1)
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onde R é a arga e u é a ação de ontrole.
A variável de estado x1 possui restrição tal que 0 6 x1 < E. A variável de estado x2 é
dependente da derivada de x1 e sua restrição depende das taxas de variação máximas de
x1.
O onversor opera em modo de ondução ontínua (MCC) se o estado equivalente
à tensão x1 não se anular durante o ilo de operação do onversor. Caso se torne nulo
durante o ilo de operação, o onversor passa a operar em modo de ondução desontínua
(MCD). A análise subseqüente é feita onsiderando o onversor operando em MCC.
No modelo instantâneo, a ação de ontrole é disreta desrita por u = q ∈ {0, 1}.
No modelo por valores médios, a ação de ontrole é ontínua tomada omo a média da
ação de ontrole disreta durante um período de omutação. Na modulação PWM ela é
referida omo razão ília, dada por u = d = ton
T
tal que 0 6 d 6 1 (gura 3.2).
T
1
t
u
ton
to +Tto
Figura 3.2: Sinal PWM e a razão ília.
3.2.1 Análise dos equilíbrios
Os equilíbrios do sistema (3.1) são obtidos impondo x˙1 = 0 e x˙2 = 0 no modelo de valores
médios onde a entrada de ontrole é onsiderada ontínua. O onjunto dos equilíbrios é
Γ =
{
(x1, x2) ∈ R2
/
x¯2 = 0, x¯1 = uE
}
(3.2)
que orresponde a uma variedade unidimensional no espaço de estados (gura 3.3).
Figura 3.3: Curva de equilíbrios para o onversor buk.
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Considerando d = D, onde D é um valor onstante, o equilíbrio está sobre a variedade
Γ de forma que
X¯1 = DE ; X¯2 = 0. (3.3)
3.2.2 Modelo normalizado
Fazendo a seguinte mudança de variáveis
y1 = x1
y2 =
1
C
x2 (3.4)
ao sistema (3.1), hega-se a
y˙1= y2
y˙2= − 1
LC
y1 − 1
RC
y2 +
E
LC
u.
(3.5)
Agora queremos que o sistema osile em torno do ponto (B, 0), onde 0 6 B < E, om
amplitude A e freqüênia ω. Fazemos mais uma troa de variáveis:
z1 = y1 − B
z2 = y2 (3.6)
obtendo 
z˙1 = z2
z˙2 = − 1
LC
z1 − 1
RC
z2 +
E
LC
u− B
LC
.
(3.7)
Tanto o sistema (3.5) quanto o sistema (3.7) enontram-se na forma annia de ontrole,
permitindo a apliação da ténia proposta.
3.2.3 Equivalênia om a forma annia de um osilador não-
linear plano
Reordando de (2.14) que a forma annia de um osilador não-linear plano é z˙1 = z2z˙2 = −ω2z1 − kz2σ(z1, z2) (3.8)
om
σ(z1, z2) = b1z
2
1 + b2z
2
2 − µ,
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a resposta do sistema (3.8) é uma osilação estável que orresponde a um ilo limite no
espaço de estados (z1, z2) e tem a forma de uma elipse entrada em (0, 0) uja equação é
z21
µ
b1
+
z22
µ
b2
= 1
om semi-eixos
(√
µ
b1
,
√
µ
b2
)
. A urva fehada desrita por σ(z1, z2) é o lugar geométrio
que deve guiar as trajetórias dos estados z1 e z2. O parâmetro µ permite ontrolar a
amplitude das osilações.
No seguimento ideal, σ(z1, z2) = 0 em toda a trajetória. A atratividade desta urva,
neste aso partiular, é proporional ao ganho de σ(z1, z2), ou seja kz2, omo visto na
seção 2.5 do apítulo 2. Nesta seção mostra-se que a denição de k omo
k(z2) =
ρ
|z2| ,
resulta um melhor desempenho no seguimento da trajetória σ(z1, z2) = 0 ausando uma
mudança no termo −kz2σ(z1, z2) para −ρ sgn(z2)σ(z1, z2) na equação (3.8). Pode-se agora
observar que ρ passa a ser a onstante de ganho e que a atratividade não depende mais
do valor de z2, apenas de seu sinal.
Para fazer om que o sistema buk normalizado dado por (3.7) tenha o omportamento
do osilador não-linear plano dado por (3.8) neessitamos que
− 1
LC
z1 − 1
RC
z2 − B
LC
+
E
LC
u , −ω2z1 − ρ sgn(z2)(b1z21 + b2z22 − µ)
de onde se deduz que
u ,
LC
E
[
1
LC
z1 +
1
RC
z2 +
B
LC
− ω2z1 − ρ sgn(z2)(b1z21 + b2z22 − µ)
]
. (3.9)
Desfazendo agora as mudanças de variáveis realizadas, de (3.6) em (3.9), temos que
u ,
1
E
[
y1 +
L
R
y2 − LCω2 (y1 − B)− LCρ sgn(y2)
(
b1 (y1 − B)2 + b2y22 − µ
)]
(3.10)
e de (3.4) em (3.10) obtemos
u ,
1
E
[
x1 +
L
RC
x2 − LCω2 (x1 − B)− LCρ sgn(x2)
(
b1 (x1 − B)2 + b2
C2
x22 − µ
)]
.
(3.11)
Portanto, para o sistema original (3.1), a lei de ontrole (3.11) gerará osilações estáveis
auto-sustentadas em um onversor buk sem a neessidade de utilizar ténias de ontrole
por seguimento (traking) de referênias geradas externamente.
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3.2.4 Resultados de simulação
Para a simulação foram utilizados os parâmetros L = 30 mH, C = 50µF, R = 25Ω e
Vi = 30 V para o onversor buk. Os parâmetros adotados para a osilação de saída
desejada são: valor médio B = 15, amplitude A = 5 om uma freqüênia de 60 Hz. Os
parâmetros do ontrolador são: ρ = 1 · 106 e µ = 1.
É bem onheido que quando a tensão de saída sai fora dos limites de operação
vc < Vmin = B −A ou vc > Vmax = B + A (3.12)
o ontrolador, apenas om a lei de ontrole proposta, tem diuldade em fazer o sistema
voltar a osilar, isto porque, no momento em que a trajetória de estados atinge o ponto
em que x2 = ic = 0 este estado permanee om valor nulo e, omo onseqüênia, o estado
x1 = vc pratiamente não se altera, visto que
dvc
dt
= ic
C
. Observa-se que, na prátia, om o
uso de modulação PWM, o estado x2 assume valores bem pequenos, próximos de zero, o
que resulta uma pequena variação do estado x1 em direção à elipse. Somente quando o
estado x1 atinge a elipse o sistema volta a osilar.
No apítulo anterior, este problema foi identiado e mostrado que ele se agrava om
o aumento no valor da onstante k (ou ρ). O onversor usado nesta simulação usa o valor
ρ = 1 · 106, que é bastante elevado. Neste aso, as linhas de dinâmia nula externamente
à elipse σ(x) quase se toam e oorre este omportamento.
Para ontornar este problema, foi inluído na lei de ontrole um aionamento alterna-
tivo em malha aberta tal que quando a ondição (3.12) for verdadeira, usa-se
u = fd(B) (3.13)
onde fd : vo → u é uma função derivada da urva de equilíbrios. De (3.2) tem-se que
u = fd(X1) =
X1
E
.
Adota-se X1 = B por ser a tensão equivalente ao ponto médio da osilação.
O gráo superior da gura 3.4 mostra a osilação desejada da tensão de saída do
onversor buk om valor médio de 15V e amplitude de 5V, onforme estabeleido nos
parâmetros da lei de ontrole. Na gura 3.5 aparee o diagrama de estados (x1, x2).
Nele se pode ver que, para uma ondição iniial dos estados loalizada em um ponto
próximo ao entro da elipse, o ontrole onduz a trajetória de estados até a elipse e nela
permanee, gerando a osilação desejada. Como a onstante ρ foi ajustada para um valor
onvenientemente elevado, a atratividade da superfíie delineada pela elipse é grande e
pratiamente não se perebem os mínimos desvios de trajetória representados pelos valores
da função P = σ(z) mostrados no gráo inferior da gura 3.6. Finalmente, o ontrole
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Figura 3.4: Formas de onda de x1 e de x2 no tempo geradas utilizando-se o ontrole
ontínuo sobre o sistema normalizado.
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Figura 3.5: Diagrama de estados (x1, x2) utilizando-se o ontrole ontínuo sobre o
sistema normalizado.
está representado no gráo superior desta mesma gura.
Nos experimentos de simulação, os valores da onstante ρ foram obtidos empiria-
mente. Observa-se que há uma faixa de valores ideal. Valores muito baixos deixam a
resposta do ontrole lenta quando a trajetória dos estados estiver fora da elipse além
de permitir a deformação da forma de onda de saída devido à inuênia das trajetórias
naturais do sistema. Valores muito altos tendem a deixar o ontrole instável. Esta insta-
bilidade é mais pereptível se o ontrole não for perfeitamente ontínuo, omo é o aso do
uso de modulação PWM ou modos deslizantes om limitação da freqüênia de omutação.
O ontrole ontínuo serve para dar uma idéia do funionamento ideal do sistema. Uma
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Figura 3.6: Sinal de ontrole e valor da função P = σ(z).
situação real usa alguma forma de omutação das haves om limitação da freqüênia de
omutação. Neste sentido, foram realizadas também simulações om modulação PWM do
sinal de ontrole. O gráo superior da gura 3.7 mostra a forma de onda da tensão de
saída (x1) enquanto o gráo inferior mostra a forma de onda da orrente sobre o apaitor
de saída (x2). Neste último gráo pode-se pereber a ondulação de alta freqüênia devido
à omutação.
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Figura 3.7: Formas de onda de x1 e de x2 utilizando modulação PWM om fs =
15 KHz.
A gura 3.8-a mostra o diagrama de estados (x1, x2) om a trajetória de start-up
do onversor até alançar o regime osilatório e nele permaneer. Como menionado
anteriormente, omo iniialmente o estado x1 enontra-se fora dos limites, é utilizado o
aionamento alternativo em malha aberta u = B
E
até x1 = 10. A partir daí, o ontrole em
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Figura 3.8: Diagrama de estados (x1, x2) (a) trajetória de iniialização e (b) trajetória
em regime de osilação.
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Figura 3.9: Sinal de ontrole e valor da função P = σ(z).
malha fehada entra em funionamento. Na gura 3.8-b aparee o detalhe do diagrama
de estados para o sistema funionando em seu regime de osilação.
Finalmente, o gráo superior da gura 3.9 mostra a evolução da ação de ontrole
enquanto o gráo inferior mostra o sinal P = σ(z).
3.3 Controle do onversor Buk usando iL e vc omo
estados
Na gura 3.10 aparee o diagrama esquemátio do onversor buk que possui o seu ontrole
realizado através da orrente no indutor e da tensão no apaitor, usadas omo as variáveis
de estado do sistema.
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Figura 3.10: Conversor buk utilizando iL e vc omo variáveis de estado.
Denindo a orrente sobre o indutor iL e a tensão sobre o apaitor vc omo as variáveis
de estado x1 e x2 obtemos o seguinte modelo para o onversor (vide apêndie B): Lx˙1 = −x2 + uECx˙2 = x1 − x2
R
(3.14)
onde R é a arga e u é a ação de ontrole.
As restrições sobre as variáveis de estado do sistema são: 0 6 x2 < E e x1 > 0.
Da mesma forma omo foi feito na seção 3.2, a análise subseqüente é feita onsiderando
o onversor operando em MCC.
No modelo instantâneo, a ação de ontrole é disreta desrita por u = q ∈ {0, 1}. No
modelo por valores médios, a ação de ontrole é ontínua, tomada omo a média da ação
de ontrole disreta durante um período de omutação.
3.3.1 Análise dos equilíbrios
Os equilíbrios do sistema (3.14) são obtidos impondo x˙1 = 0 e x˙2 = 0 no modelo de valores
médios onde a entrada de ontrole é onsiderada ontínua. O onjunto dos equilíbrios é
Γ =
{
(x1, x2) ∈ R2
/
x¯1 =
x¯2
R
, x¯2 = uE
}
que orresponde a uma variedade unidimensional no espaço de estados (gura 3.11).
Considerando d = D, onde D é um valor onstante, o equilíbrio está sobre a variedade
Γ de forma que
X¯1 =
DE
R
; X¯2 = DE. (3.15)
É importante observar que a inlinação de Γ depende de E e R.
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Figura 3.11: Curva de equilíbrios para o onversor buk.
3.3.2 Modelo normalizado
Fazendo a seguinte mudança de variáveis
y1 =
L
RCE
x1
y2 =
x2
E
(3.16)
ao sistema (3.14), hega-se a 
y˙1 =
1
RC
(u− y2)
y˙2 =
R
L
y1 − 1
RC
y2.
Apliando uma mudança na esala de tempo om τ = 1
RC
t, obtemos y˙1 = u− y2y˙2 = ay1 − y2 (3.17)
onde a = R
2C
L
. O sistema (3.17), que agora possui apenas um parâmetro, é linear e am
em u.
Comparando os sistemas (3.14) om (3.17) se tem que os limites são respetivamente
0 < x2 < E ; 0 < x1 <
E
R
(3.18)
0 < y2 < 1 ; 0 < y1 <
1
a
. (3.19)
Agora queremos que o sistema osile em torno do ponto (m, am)1, om 0 6 m 6 1
a
.
1
Não se deve esqueer que o ponto (m, am) está denido no sistema de oordenadas (y1, y2) do sis-
tema normalizado que deve ser transformado pelas equações (3.16) e esala de tempo para o sistema de
oordenadas original.
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Fazemos mais uma troa de variáveis:
y∗1 = y1 −m
y∗2 = y2 − am (3.20)
obtendo  y˙
∗
1 = −y∗2 − am+ u
y˙∗2 = ay
∗
1 − y∗2.
Finalmente, para obtermos um modelo na forma annia de ontrole, realizamos mais
uma mudança de variáveis
z1 = y
∗
2
z2 = ay
∗
1 − y∗2 (3.21)
hegando a  z˙1 = z2z˙2 = −az1 − z2 − a2m+ au (3.22)
ujos limites são
−am < z1 < 1− am ; −1 < z2 < 1.
3.3.3 Equivalênia om a forma annia de um osilador não-
linear plano
Considerando a forma de um osilador não-linear plano z˙1 = z2z˙2 = −ω2z1 − kz2σ(z1, z2) (3.23)
om
σ(z1, z2) = b1z
2
1 + b2z
2
2 − µ. (3.24)
A resposta do sistema (3.23) é uma osilação estável que orresponde a um ilo limite no
espaço de estados (z1, z2) e tem a forma de uma elipse entrada em (0, 0) uja equação é
z21
µ
b1
+
z22
µ
b2
= 1
om semi-eixos
(√
µ
b1
,
√
µ
b2
)
. A urva fehada desrita por σ(z1, z2) = 0 é o lugar geomé-
trio que deve guiar as trajetórias dos estados z1 e z2.
No seguimento ideal, σ(z1, z2) = 0 em toda a trajetória. A atratividade desta urva,
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neste aso partiular, é proporional ao ganho de σ(z1, z2), ou seja kz2, omo visto na
seção 2.5 do apítulo 2. Nesta seção mostra-se que a denição de k por
k(z2) =
ρ
|z2| ,
resulta um melhor desempenho no seguimento da trajetória σ(z1, z2) = 0 ausando uma
mudança no termo −kz2σ(z1, z2) para −ρ sgn(z2)σ(z1, z2) na equação (3.23). Pode-se
agora observar que ρ passa a ser a onstante de ganho e que a atratividade não depende
mais do valor de z2, apenas de seu sinal.
Fazendo a equivalênia de (3.22) om (3.23) resulta que
−az1 − z2 − a2m+ au , −ω2z1 − ρ sgn(z2)(b1z21 + b2z22 − µ)
de onde se deduz que
u ,
1
a
[
az1 + z2 + a
2m− ω2z1 − ρ sgn(z2)(b1z21 + b2z22 − µ)
]
. (3.25)
Desfazendo agora as mudanças de variáveis realizadas, de (3.21) em (3.25), temos que
u ,
1
a
[
(ay∗1 − y∗2) + ay∗2 + a2m− ω2y∗2 − ρ sgn (ay∗1 − y∗2)
(
b1y
∗2
2 + b2 (ay
∗
1 − y∗2)2 − µ
)]
(3.26)
de (3.20) em (3.26)
u ,
1
a
[
a (y1 −m) + (y2 − am) (a− 1) + a2m− ω2 (y2 − am)− ρ sgn
(
a (y1 −m)
− (y2 − am)
) (
b1 (y2 − am)2 + b2 (a (y1 −m)− (y2 − am))2 − µ
) ]
u ,
[ (
y1 − y2
a
)
+ y2 − ω2
(y2
a
+m
)
− ρ
a
sgn (ay1 − y2)
(
b1 (y2 − am)2
+ b2 (ay1 − y2)2 − µ
)]
(3.27)
de (3.16) em (3.27)
u ,
L
RCE
x1 +
1
aE
x2 (a− 1)− ω2
(
1
aE
x2 +m
)
− ρ
a
sgn
(
aL
RCE
x1 − 1
E
x2
)[
b1
(
1
E
x2 − am
)2
+ b2
(
aL
RCE
x1 − 1
E
x2
)2
− µ
]
. (3.28)
Portanto, para o sistema original (3.14), a lei de ontrole (3.28) gerará osilações estáveis
auto-sustentadas em um onversor buk sem a neessidade de utilizar ténias de ontrole
por seguimento (traking) de referênias geradas externamente.
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3.3.4 Projeto de ontrole
Supondo que desejamos a seguinte forma de onda de saída:
x2 = A sinωt+B (3.29)
Da segunda equação do sistema (3.14) temos que
Cx˙2 = x1 − x2
R
portanto,
x1 = Cx˙2 +
x2
R
= CAω cosωt+
A
R
sinωt+
B
R
(3.30)
=
√
(CAω)2 +
(
A
R
)2
sin
ωt+ arcsin
 CAω√
(CAω)2 +
(
A
R
)2
+ B
R
o que signia dizer que a forma de onda de orrente possui um nível médio
B
R
e uma
amplitude de osilação de
√
(CAω)2 + (A/R)2.
Isolando-se o termo ωt na equação (3.29)
ωt = arcsin
(
x2 − B
A
)
e substituindo-o na equação (3.30) hega-se a
x1 = CAω
√
1− (x2 −B)
2
A2
+
x2 −B
R
+
B
R
que realizando-se alguns rearranjos resulta na expressão da elipse no diagrama de estados
(x1, x2) (
x1 − x2R
)2
C2A2ω2
+
(x2 − B)2
A2
= 1. (3.31)
Como se sabe que Cx˙2 = x1 − x2R , substituindo na equação anterior hega-se a
(x˙2)
2
A2ω2
+
(x2 − B)2
A2
= 1.
Esta equação representa uma elipse não rotaionada, pois as variáveis de estado (x2, x˙2)
estão em quadratura.
Analisando agora o proesso de obtenção das equações do sistema buk na forma
normalizada e annia, deve-se primeiramente observar que na obtenção da expressão de
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x1é neessário onsiderar a mudança na esala de tempo, de sorte que
x1(t) = Cx˙2(t) +
1
R
x2(t)
τ =
1
RC
t
x1(τ) = C
1
RC
x˙2(τ) +
1
R
x2(τ).
Os sistemas normalizado (y1, y2) e annio (z1, z2) vistos anteriormente são funções na
esala de tempo da variável τ . Levando-se isto em onsideração, aplia-se então a troa de
variáveis (3.16) às equações (3.29) e (3.30) obtendo o sistema na forma normalizada (Nas
expressões a seguir aparee a onstante [RC]; para usar a esala de tempo τ onsiderar a
onstante [RC]; para usar a esala de tempo t, retirar esta onstante)
y1 =
L
(
RCAω
[RC]
cosωτ + A sinωτ +B
)
R2CE
y2 =
A
E
sinωτ +
B
E
e as troas (3.20) e (3.21) para obter o sistema na forma annia:
z1 =
A
E
sinωτ +
B
E
− am
z2 =
[RC]Aω
E
cosωτ.
A função da elipse usada no ontrole está denida omo
σ(z) = b1z
2
1 + b2z
2
2 − µ.
Considerando µ = 1 e onsiderando a equação parametrizada da elipse (2.11), teremos
que b
−1/2
1 orresponde à amplitude de osilação de z1 e b
−1/2
2 à amplitude de osilação de
z2. Assim,
b1 =
(
E
A
)2
b2 =
(
E
[RC]Aω
)2
.
3.3.5 Resultados de simulação
Foi usado um onversor om os parâmetros L = 30mH, C = 50µF, E = 30V e R = 25Ω.
O objetivo é a geração de uma forma de onda senoidal na saída, om nível médioB = 15V,
amplitudeA = 5V e freqüênia de 60 Hz. A freqüênia de omutação do modulador PWM
Capítulo 3. Apliações em eletrnia de potênia 49
foi xada em fs = 15KHz e a onstante µ = 1. A partir destes parâmetros obtém-se que
a = 1, 042, m = 0, 48, b1 = 36 e b2 = 2, 53 · 10−4. Enontrou-se que o valor ρ = 1 · 105
faz om que a elipse usada no ontrole tenha a atratividade neessária para um bom
desempenho do sistema.
No instante em que o onversor é energizado, os elementos armazenadores de energia
(apaitor e indutor) estão desarregados, o que signia x1 = 0 e x2 = 0. A simulação
mostrou que o período neessário para que a trajetória de estados alane a elipse é
muito grande. Em alguns asos, dependendo dos parâmetros utilizados, isto nem hega
a aonteer, pois a trajetória permanee estaionada sobre algum ponto da urva de
equilíbrios distante da elipse.
Para resolver este problema, assim omo já visto na seção anterior om a função (3.13),
foi adotada uma rotina de iniialização que opera da seguinte maneira:
uc =
fd(B) se vc < B −A− δ ou vc > B + A+ δu se B −A− δ 6 vc 6 B + A+ δ
onde fd(B) =
B
E
é um valor onstante orrespondente à razão ília que onduz a saída
ao valor onstante B, que é o nível médio da osilação e δ orresponde a uma margem
onstante em relação aos limites superior e inferior. No aso desta simulação, esta margem
foi ajustada em δ = 2V e fd(B) = 0, 5.
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Figura 3.12: Formas de onda de x1 (iL) e x2 (vc) no tempo.
A gura 3.12 mostra as formas de onda dos estados x1 e x2 no tempo. O diagrama
de estados (x1, x2) é mostrado na gura 3.13. Nele se nota que no plano (x1, x2) a elipse
aparee rotaionada, om seu entro sobre a urva de equilíbrios do onversor, de aordo
om a eq. (3.31). Além disso, também a evidente a trajetória devido à rotina de
iniialização. Com a troa de variáveis, obtém-se os estados z1 e z2, mostrados na forma
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Figura 3.13: Diagrama de estados (x1, x2).
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Figura 3.14: Diagrama de estados de (z1, z2).
de diagrama de estados na gura 3.14. Finalmente, a gura 3.15 mostra a forma de onda
do ontrole u e do valor da função σ(z), omo visto na equação (3.24), que é responsável
por guiar as trajetórias dos estados z1 e z2 em torno desta elipse.
3.3.6 Método do gradiente de veloidade para gerar osilações
Uma forma alternativa de projeto apliado a sistemas não-lineares é o método do gradiente
de veloidade, proposto por Fradkov and Pogromsky (1998). Este é um método que
onsiste em enontrar a função de ontrole que estabiliza o sistema através da análise da
função de Lyapunov. Este método está desrito na seção 2.7.2 do apítulo 2.
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Figura 3.15: Formas de onda do sinal de ontrole u e o valor retornado pela função
P = σ(z) responsável por guiar as trajetórias em torno da elipse.
Seja o modelo normalizado do onversor buk y˙1 = u− y2y˙2 = ay1 − y2 (3.32)
onde y1 é a orrente normalizada sobre o indutor e y2 é a tensão de saída normalizada. O
objetivo de ontrole onsiste em que a variável y2 osile om uma amplitude A e freqüênia
ω previamente denidos
y2(t) = A sin(ωt) +B
y˙2(t) = ωA cos(ωt). (3.33)
De (3.32) se tem que
y1 =
1
a
(y˙2 + y2).
Substituindo as expressões y2 e y˙2 na equação anterior, se tem que
y1 =
1
a
[ωA cos(ωt) + A sin(ωt) +B] .
De (3.33) isolando a variável de tempo t se hega a
ωt = arcsin
(
y2 − B
A
)
.
Substituindo esta última expressão na anterior,
y1 =
1
a
[
ωA cos
(
arcsin
(
y2 − B
A
))
+ y2
]
. (3.34)
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Apliando a seguinte identidade trigonométria
cos
(
arcsin
(
y2 −B
A
))
=
√
1−
(
y2 − B
A
)2
em (3.34) se tem
y1 =
1
a
ωA
√
1−
(
y2 − B
A
)2
+ y2

de onde
(ay1 − y2)2
(ωA)2
+
(y2 − B)2
A2
= 1
(y˙2)
2
(ωA)2
+
(y2 − B)2
A2
= 1 (3.35)
que é a equação de uma elipse no plano (y2, y˙2), entrada em (B, 0) om semi-eixos
(A, ωA). A equação (3.35) pode ser esrita omo
σ = y˙22 + ω
2(y2 − B)2 − ω2A2 = 0
no plano (y˙2, y2) ou no plano (y1, y2) omo
σ = (ay1 − y2)2 + ω2(y2 − B)2 − ω2A2 = 0 (3.36)
de onde
σ˙ = 2(ay1 − y2)
[
au+ (1 + ω2 − a)y2 − ay1 − ω2B
]
. (3.37)
Denindo a função
V =
1
4
σ2 > 0
se tem que
V˙ =
1
2
σσ˙. (3.38)
Substituindo (3.36) e (3.37) em (3.38) hega-se a
V˙ =
1
2
[
(ay1 − y2)2 + ω2(y2 − B)2 − ω2A2
] [
2(ay1 − y2)
(
au+ (1 + ω2 − a)y2 − ay1 − ω2B
)]
.
Para que V seja uma função de Lyapunov deve-se veriar que V > 0 e V˙ < 0. Portanto,
para que isto se umpra, a ação de ontrole deve ser
u =
1
a
[
ay1 − (1 + ω2 − a)y2 + ω2B − k(ay1 − y2)σ
]
om o qual se hega a
V˙ = −(ay1 − y2)2σ2 6 0.
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Note que uma parte do ontrole u anela termos da expressão de V˙ e a outra parte
garante que V˙ < 0.
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Figura 3.16: Osilação no modelo normalizado do onversor buk a partir de ondições
iniiais nulas. (a) Sinais y1 e y2 no tempo, (b) sinal de ontrole u, () diagrama de estados
(y1, y2), (d) diagrama de estados (y2, y˙2).
3.3.7 Resultados de simulação
Primeiro é apresentada a simulação do onversor buk normalizado om ontrole. Os
parâmetros da elipse são A = 0, 2, B = 0, 5, ω = 1 e µ = 0, 1 e o ganho do ontrolador
k = 2. Na gura 3.16 pode-se ver os resultados obtidos partindo da ondição iniial
(y1, y2) = (0, 0).
Na seqüênia, são apresentados os resultados de simulação sobre o modelo desnorma-
lizado do onversor buk om modulador PWM e o ontrole proposto. Os parâmetros do
onversor buk são L = 1, 4mH, C = 1µF, E = 48V, a = R
2C
L
= 1⇒ R =
√
L
C
= 37, 4Ω.
A freqüênia de omutação do modulador PWM foi xada em fs = 100KHz. Observa-
se na gura 3.17 que a saída do sistema osila desrevendo um ilo limite estável no
diagrama de estados (x1, x2).
3.4 Controle de osilações no onversor boost
A função do onversor boost é elevar a tensão ontínua oriunda de uma fonte de energia
elétria, obtendo uma tensão maior na saída. Em geral, este onversor é usado em on-
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Figura 3.17: Osilação no modelo desnormalizado do onversor buk a partir de on-
dições iniiais nulas. (a) Sinais x1 e x2 no tempo, (b) sinal de ontrole u, () evolução
da trajetória dos estados no diagrama de estados (x1, x2) a partir de uma ondição iniial
interna, (d) idem, para uma ondição iniial externa.
versões CC-CC. Nosso objetivo é gerar na saída uma tensão CA representada por uma
onda senoidal somada a um nível ontínuo. Não há omo evitar este nível ontínuo pois
a tensão mínima de saída deste onversor é igual à tensão da fonte CC, assim que este
onversor não resulta muito interessante do ponto de vista prátio. Entretanto, este es-
tudo serve de base para a implementação de um outro tipo de onversor, o duplo boost,
apresentado na seção 3.6, o qual se mostra interessante na prátia, pois não apresenta o
nível ontínuo somado ao sinal.
Na gura 3.18 é mostrado um diagrama esquemátio da topologia básia deste onver-
sor omposta por um indutor de entrada L, um onjunto de omutação formado por um
diodo e um transistor MOSFET operando omo interruptor, e um apaitor de saída C.
Da mesma forma que no aso do onversor buk, onsideraremos que todos os elementos
são ideais e que o onversor opera em modo MCC. As mesmas restrições sobre as variáveis
de estado são válidas para este iruito elétrio, isto é, x1 > 0, x2 > 0. No iruito da
gura 3.18, R representa a resistênia de arga, E > 0 representa uma fonte de tensão
ontínua e a tensão vout sobre R representa a tensão de saída que deve ser regulada para
obter vout = vc > E.
Denindo a orrente sobre o indutor iL e a tensão sobre o apaitor vc omo as variáveis
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Figura 3.18: Topologia do onversor boost.
de estado x1 e x2, obtemos o seguinte modelo para o onversor (vide apêndie B): Lx˙1 = −ux2 + ECx˙2 = ux1 − x2
R
(3.39)
onde x1 = iL, x2 = vc e u = 1 − q é a ação de ontrole om q ∈ {0, 1} representando o
estado disreto do interruptor de omutação. Como no aso do onversor buk, podemos
trabalhar om o modelo instantâneo do iruito boost ou om o modelo por valores médios
onde a ação de ontrole passa a ser u = 1− d, om d sendo a razão ília de um sinal do
tipo PWM de alta freqüênia (Cunha, 2002).
3.4.1 Análise dos equilíbrios
Todos os equilíbrios possíveis de (3.39) deverão pertener ao onjunto
Γ =
{
(x1, x2) ∈ R2
/
x¯1 =
x¯22
RE
}
(3.40)
obtido a partir da apliação da ondição de equilíbrio sobre (3.39), utilizando o modelo por
valores médios e eliminando a variável u = 1−d do sistema algébrio resultante(Cunha and
Pagano, 2002,a). Notar que a equação da urva de equilíbrios Γ depende expliitamente
de R e E. Utilizando o modelo por valores médios pode-se armar que Γ é uma urva
parametrizada na razão ília d, omo mostrado na gura 3.19. A partir de (3.40) pode-se
obter outras relações omo
X¯1 =
E
R(1−D)2 ; X¯2 =
E
(1−D)
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Figura 3.19: Curva dos pontos de equilíbrio para o onversor boost. A urva é traçada
no plano (x1, x2) apresentando a loalização de alguns pontos para algumas razões ílias.
que permitem ompreender melhor o funionamento do iruito.
3.4.2 Modelo normalizado
Para simpliar o estudo do onversor boost apliamos a seguinte mudança de variáveis:
y1 =
1
E
√
L
C
x1 (3.41)
y2 =
x2
E
(3.42)
Apliando esta mudança de variáveis à equação (3.39) se tem que
y˙1= − 1√
LC
uy2 +
1√
LC
y˙2=
1√
LC
uy1 − 1
RC
y2.
Utilizando omo novo tempo τ = 1√
LC
t, o modelo normalizado do onversor boost é y˙1 = 1− uy2y˙2 = −ay2 + uy1 (3.43)
onde a = 1
R
√
L
C
.
3.4.3 Análise da dinâmia interna
A análise da dinâmia interna de um sistema pode apontar muita informação sobre ele,
omo mostrado em (Olm, 2003) para o aso do onversor boost. Aqui resgatamos alguns
dos resultados apresentados em seu trabalho.
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A partir de (3.43), eliminando o ontrole u se tem que
y1(1− y˙1) = y2(y˙2 + ay2). (3.44)
A equação (3.44) expressa uma relação diferenial entre as duas variáveis de estado e suas
derivadas que não depende da entrada de ontrole. Notar que em (3.44), se y˙1 = y˙2 = 0
então temos que y1 = ay
2
2, que orresponde à urva de equilíbrios do sistema (parábola).
Esta equação representa a dinâmia interna do sistema e nos dá informações sobre omo se
omportam as variáveis de estado quando tentamos impor a trajetória de uma delas. De
erta forma podemos dizer que a dinâmia interna do sistema (3.43) dada pela expressão
(3.44) atua omo uma restrição sobre o estado do sistema. Para entender melhor isto
devemos estudar a equação (3.44) onsiderando:
1. y1(t) = f(t) omo sendo uma função periódia denida de período T , determinar a
dinâmia resultante em y2;
2. para y2(t) = f(t) também periódia de período T , determinar qual é a dinâmia
resultante em y1.
Por exemplo, a função f(t) pode ser um sinal senoidal periódio omo
f(t) = A sin(ωt) +B
f˙(t) = Aω cos(ωt). (3.45)
Caso (1): seja y1(t) = f(t), om f(t) um sinal periódio, e
h(t) = f(t)(1− f˙(t)) = y2(y˙2 + ay2) (3.46)
apliando a seguinte mudança de variáveis
z =
y22
2
⇒ z˙ = y2y˙2
e substituindo na equação (3.46) se tem que
z˙ +
a
2
z = h(t) ⇒ z˙ = −a
2
z + h(t)
nesta última expressão se a > 0 e h(t) é periódia, então o sistema é estável. A
onlusão é que ontrolando y1 se obtém y2 desejada mantendo o sistema estável.△
Caso (2): Seja y2(t) = f(t), om f(t) um sinal periódio. Substituindo (3.45) na equação
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(3.44) se tem que
y1(1− y˙1) = f(t)(f˙(t) + af(t))
esta equação é do tipo
x(1− x˙) = g(t) (3.47)
om g(t) = f(t)(f˙(t) + af(t)).
Como hipótese, onsideraremos que f(t) é uma função ontínua suave, e omo on-
seqüênia também o será a sua derivada f˙(t) e g(t). De (3.47) temos que
x˙ = 1− g(t)
x
= h1(x).
No equilíbrio, temos x˙ = 0 resultando x¯ = g(t). Se g(t) = C om C onstante,
então x˙ = 1− C
x
e x¯ = C é uma solução. Para analisar a estabilidade desta solução
utilizamos a derivada de h1(x) em relação a x
h′1(x) =
C
x2
.
No ponto de interesse x¯ = C temos que
se
C < 0 h′1(x¯) < 0 ∴ x¯ = C é estávelC > 0 h′1(x¯) > 0 ∴ x¯ = C é instável.
Considerando agora g(t) uma função periódia denida omo g(t) = A sinωt + B
podemos estender os asos anteriores para
se
B + A < 0 h′1(x¯) < 0 ∴ x¯ = g(t) é estávelB − A > 0 h′1(x¯) > 0 ∴ x¯ = g(t) é instável.
Na gura 3.20 se pode observar uma únia solução que orresponde a um ilo
limite instável. Notar que as trajetórias para diferentes ondições iniiais se ortam
no espaço de estados pois o sistema é forçado. Na gura 3.20-a é mostrada a resposta
do sistema no domínio do tempo para diferentes ondições iniiais junto om o sinal
g(t). Como onlusão, pode-se armar que a tentativa de ontrolar o boost impondo
uma onda de tensão x2r (seguimento de uma tensão de referênia om erro nulo)
deixa o sistema instável devido a que a orrente x1 = iL estará fora de ontrole.△
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Figura 3.20: Dinâmia interna do boost ontrolado a partir da imposição de x2r. (a)
Evoluções de 3 sinais de x1(t) om ondições iniiais ligeiramente diferentes, (b) evolução
da trajetória dos estados no espaço de estados (x1, x2).
3.4.4 Controle indireto da tensão y2 através da orrente
O objetivo de ontrole é gerar uma tensão de saída y2 através do ontrole da orrente y1.
Para isto deve-se determinar a expressão matemátia da orrente que gerará o sinal de
tensão desejada y2.
Seja então
y∗2 = A sin(ωt) +B (3.48)
o objetivo a ser alançado, a expressão matemátia do lado direito da equação da dinâmia
interna (3.44) é
g(t) = y∗2(y˙
∗
2 + ay
∗
2). (3.49)
É importante observar que A e B são onstantes normalizadas da amplitude e do nível
médio da osilação de saída, respetivamente. Estas onstantes podem ser obtidas a partir
de suas respetivas grandezas desnormalizadas através das troas de variáveis (3.41) e
(3.42).
Substituindo (3.48) em (3.49) hega-se a
g(t) = 2ABa sinωt+ ABω cosωt+
1
2
A2ω sin 2ωt− 1
2
A2a cos 2ωt+
1
2
A2a+B2a. (3.50)
Vamos supor que
y∗1 = α + β1 sinωt+ β2 cosωt (3.51)
que orresponde aos termos onstante e primeiro termo da série de Fourier. Para alular
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o lado esquerdo da equação (3.44) fazemos
h(t) = y∗1(1− y˙∗1) =α + (αβ2ω + β1) sinωt+ (β2 − αβ1ω) cosωt
+
1
2
ω(β22 − β21) sin 2ωt− β1β2ω cos 2ωt. (3.52)
Igualando as equações (3.50) e (3.52), termo a termo, se tem que
• temos ontínuos
α− A
2a
2
−B2a = 0
• termos sinωt
αβ2ω + β1 − 2ABa = 0
• termos cosωt
β2 − αβ1ω − ABω = 0
• termos sin 2ωt
1
2
ω(β22 − β21)−
1
2
A2ω = 0
• termos cos 2ωt
−β1β2ω + 1
2
A2a = 0
Considerando apenas os termos ontínuos, sinωt e cosωt, om A, B e ω onheidos e α,
β1 e β2 omo inógnitas do problema, tem-se que
α =aB2 +
aA2
2
(3.53)
β1 =
Aa (ωA3a+ 8B + 2AB2aω)
4 + 4a2B4ω2 + 4a2A2B2ω2 + a2ω2A4
(3.54)
β2 =
2Aa (2A2Baω + 4Baω − A)
4 + 4a2B4ω2 + 4a2A2B2ω2 + a2ω2A4
. (3.55)
Desta forma se obtém uma aproximação de y∗1 = α + β1 sinωt + β2 cosωt que permite
obter a tensão y∗2 = A sinωt + B desejada. O resultado anterior é aproximado já que
foram desprezados os termos de maior ordem.
A ondição básia que permite avaliar o efeito de se desprezar os temos de segunda
ordem é que a relação das amplitudes de osilação destes termos em relação aos de primeira
ordem seja pequena, ou seja, a partir da expressão (3.50), devemos ter que
√
(2ABa)2 + (ABω)2︸ ︷︷ ︸
amplitude de osilação dos termos de 1a ordem
≫
√(
A2ω
2
)2
+
(
A2a
2
)2
︸ ︷︷ ︸
amplitude de osilação dos termos de 2a ordem
.
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Pode-se veriar que a relação entre estas amplitudes é diretamente proporional à quan-
tidade de segunda harmnia introduzida na forma de onda de saída.
Na gura 3.21 estão representadas as formas de onda referentes ao termo esquerdo
(h(t)) e direito (g(t)) da equação da dinâmia interna (3.44) onde se pode visualizar o
erro devido aos termos em sin (2ωt) e cos (2ωt) não onsiderados na aproximação de y1.
A forma de onda do erro possui uma freqüênia de 2ωt.
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Figura 3.21: Formas de onda das expressões de g(t) e h(t) referentes à equação da
dinâmia interna e o erro resultante.
As expressões (3.48) e (3.51) denem uma trajetória fehada no espaço de estados.
Nos interessa determinar esta órbita periódia. Para isto, de (3.48) isola-se ωt:
ωt = arcsin
(
y∗2 − B
A
)
. (3.56)
Substituindo (3.56) na equação (3.51) se tem que
y∗1 = α + β1
(
y∗2 − B
A
)
+ β2 cos
[
arcsin
(
y∗2 −B
A
)]
. (3.57)
Apliando a seguinte identidade trigonométria em (3.57)
cos[arcsin(γ)] =
√
1− γ2
hega-se a
cos
[
arcsin
(
y∗2 − B
A
)]
=
√
1−
(
y∗2 − B
A
)2
. (3.58)
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Substituindo (3.58) em (3.57) e fazendo algumas operações matemátias hega-se a
(y∗1 − α)2
β22
+
(y∗2 − B)2
A2β2
2
β2
1
+β2
2
− 2β1
Aβ22
(y∗1 − α)(y∗2 −B) = 1 (3.59)
que é a equação de uma elipse entrada em (α,B), om semi-eixos rotaionados.
Até este ponto, temos aluladas as onstantes α, β1 e β2 que determinam a expressão
da orrente y1 que permite a obtenção da tensão de saída y2 desejada. Entretanto, para
se poder utilizar o método proposto no apítulo 2, é neessário apliar algumas mudanças
de variável de modo a onduzir o sistema à forma annia de ontrole.
3.4.5 Forma annia de ontrole
Seja o modelo normalizado do onversor boost y˙1 = 1− uy2y˙2 = −ay2 + uy1 (3.60)
om y1 = iL > 0, y2 = vc > 0 e a =
1
R
√
L
C
.
Busa-se, então, enontrar uma troa de variáveis que onduza o sistema (3.60) à
forma
z˙1 = g(z1, z2)
z˙2 = h(z1, z2)
de maneira que a variável de ontrole u não apareça na função g(z1, z2). Supondo que
possamos esrever z1 omo uma ombinação de duas funções, uma de y1 e outra de y2,
dene-se
z1 = α1f1(y1) + α2f2(y2).
Por simpliidade, f1(y1) e f2(y2) serão hamadas de f1 e f2. Assim, a derivada de z1 será
z˙1 = α1
∂f1
∂y1
− α1∂f1
∂y1
uy2 − α2∂f2
∂y2
ay2 + α2
∂f2
∂y2
uy1.
Para eliminar o ontrole da função g(z1, z2), os termos em u devem se anular. Isto implia
que
α1y2
∂f1
∂y1
= α2y1
∂f2
∂y2
. (3.61)
Fazendo
∂f1
∂y1
= α2y1 e
∂f2
∂y2
= α1y2 a identidade (3.61) se veria. A integração destas
soluções resulta
f1 = α2
y21
2
+ c1 e f2 = α1
y22
2
+ c2
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onde o aso mais simples oorre quando as onstantes c1 e c2 são nulas e α1 = α2 = 1.
Deste modo, a troa de variável
z1 =
y21 + y
2
2
2
(3.62)
resulta uma função z˙1 = g(z1, z2) que não ontém a variável u.
A mudança de variável que nos permite enontrar z2 deriva desta primeira. Fazendo-se
z˙1 = z2
e usando a eq. (3.62) obteremos
z2 = y1 − ay22. (3.63)
Realizando as mudanças de variáveis (3.62) e (3.63) pode-se levar o sistema à forma
annia de ontrole:  z˙1 = z2z˙2 = 1 + 2a2y22 − y2(1 + 2ay1)u (3.64)
onde
y1 = f(z1, z2) =
√
1 + 8a2z1 + 4az2 − 1
2a
y2 =
√
y1 − z2
a
.
Mediante esta mudança de variáveis onseguimos eliminar a ação de ontrole da primeira
equação.
Agora vamos enontrar a expressão de ontrole u que transforma o sistema (3.64) em
um osilador não-linear na forma z˙1 = z2 − z¯2z˙2 = −ω2(z1 − z¯1)2 − kσ(z)(z2 − z¯2) (3.65)
om σ(z) = ω2(z1 − z¯1)2 + (z2 − z¯2)2 − µ.2 Para isto, igualando-se as expressões de z˙2 de
(3.64) e (3.65), obtém-se que
u =
1 + 2a2y22 + kσ(z)(z2 − z¯2) + ω2(z1 − z¯1)2
y2(1 + 2ay1)
(3.66)
sendo k um parâmetro de ajuste de onvergênia das trajetórias em torno do ilo limite
gerado.
Assim omo visto na seção 3.2.3, observa-se que este grau de onvergênia é dependente
do valor de z2 − z¯2. A substituição k = ρ/ |z2 − z¯2| ajuda a melhorar o desempenho do
2
Aqui, por simpliidade, usa-se σ(z) em lugar de σ(z1, z2).
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sistema nas regiões onde o valor de z2− z¯2 é pequeno e a manter um grau de onvergênia
onstante ao longo do ilo limite.
Observa-se que a função σ(z) ainda neessita da determinação da onstante µ que
é dependente das amplitudes das osilações de z∗1 e z
∗
2 , onforme visto nas expressões
(2.11) e (2.12) do apítulo 2. As expressões das osilações de z∗1 e z
∗
2 podem ser obtidas
apliando-se as troas de variáveis (3.62)-(3.63) ao objetivo de ontrole.
O objetivo de ontrole (3.48) foi denido para o sistema (3.60) no espaço de estados
(y1, y2). Portanto, deve-se apliar a mudança de variáveis (3.62)-(3.63) a
y∗2 =A sinωt+B
y∗1 =α + β1 sinωt+ β2 cosωt. (3.67)
Como resultado, obtém-se
z∗2 =α + β1 sinωt+ β2 cosωt− a(A sinωt+B)2
z∗1 =
1
2
[
(α+ β1 sinωt+ β2 cosωt)
2 + (A sinωt+B)2
]
ou de forma expandida
z∗1 = (αβ1 + AB) sin (ωt) + αβ2 cos (ωt) +
β1β2
2
sin (2ωt) +
β22 − β21 − A2
4
cos (2ωt)
+
2α2 + β22 + A
2 + β21 + 2B
2
4
(3.68)
z∗2 = (β1 − 2aAB) sin (ωt) + β2 cos (ωt) +
aA2
2
cos (2ωt) + α− aA
2
2
− aB2. (3.69)
Vale lembrar que os valores das onstantes α, β1 e β2 são dados pelas expressões (3.53),
(3.54) e (3.55). Desprezando-se os termos de segunda ordem, nota-se que as expressões
de z∗1 e z
∗
2 estão na forma
z = a0 + a1 sinωt+ a2 cosωt
que pode ser reesrita na forma
z = a0 + Az sin(ωt+ ϕ)
om Az =
√
a21 + a
2
2.
Os termos ontínuos das expressões (3.68)-(3.69) equivalem ao desloamento do entro
da elipse no espaço de estados (z1, z2). São determinados por
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z¯1 =
2α2 + β22 + A
2 + β21 + 2B
2
4
z¯2 =α− aA
2
2
− aB2. (3.70)
A amplitude de osilação da forma de onda de z∗1 equivale a
Az =
√
(αβ1 + AB)
2 + (αβ2)
2
e o valor da onstante µ pode ser obtida de
µ =ω2A2z.
É útil veriar o grau do erro introduzido ao se desprezar os termos de segunda ordem
omparando a amplitude de osilação destes termos em relação aos termos de primeira
ordem. Em outras palavras, a partir da equação (3.68), veriar que
√
(αβ1 + AB)
2 + (αβ2)
2 ≫
√(
β1β2
2
)2
+
(
β22 − β21 − A2
4
)2
.
Agora que se tem a elipse σ(z), se pode usar a entrada de ontrole u dada pela equação
(3.66).
3.4.6 Troa de variáveis do sistema sem normalização
Uma outra forma de se obter os mesmos resultados de uma forma mais direta onsiste em
realizar a troa de variáveis sem passar pela etapa da normalização. Esta é uma forma que
possibilita um número menor de álulos em um miroproessador, aso este seja utilizado
na implementação desta ténia de ontrole. Além disso, embora gere expressões um pouo
maiores, ajuda a evitar problemas de má interpretação dos oneitos das seções anteriores
prinipalmente devido à alteração na esala do tempo realizada na normalização.
Seja o sistema  Lx˙1 = −ux2 + ECx˙2 = ux1 − x2
R
(3.71)
onde x1 = iL e x2 = vc são os estados. Partindo-se do objetivo
x∗2 = A sinωt+B (3.72)
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pode-se enontrar a expressão da orrente na forma
x∗1 = α + β1 sinωt+ β2 cosωt (3.73)
onde α, β1 e β2 são oeientes determinados a partir da equação da dinâmia interna,
aqui representada por
3
Rx1 (E − Lx˙1) = x2 (x2 +RCx˙2) . (3.74)
Substituindo-se (3.72) e (3.73) na equação (3.74), expandindo-a e agrupando os termos
em seno e osseno hega-se a
0 = (2AB − REβ1 − RLαβ2ω) sin (ωt) + (RCABω − REβ2 +RLαβ1ω) cos (ωt)
+
(
RCA2ω
2
− RLβ
2
2ω
2
+
RLβ21ω
2
)
sin (2ωt) +
(
RLβ1β2ω − A
2
2
)
cos (2ωt)
+B2 +
A2
2
−REα.
Desprezando-se os termos de segunda ordem, a resolução do sistema formado pelos termos
onstante, seno e osseno onduz às soluções:
α =
A2 + 2B2
2RE
β1 =
2REAB (2LCB2ω2 + LCA2ω2 − 4E2)
4R2E4 + 4L2ω2B4 + 4L2ω2B2A2 + L2ω2A4
β2 =
4EABω (R2CE2 + LA2 + 2LB2)
4R2E4 + 4L2ω2B4 + 4L2ω2B2A2 + L2ω2A4
.
A ondição básia que nos permite avaliar o erro introduzido ao se desprezar os termos
de segunda ordem é
√
(2AB)2 + (RCABω)2 ≫
√(
RCA2ω
2
)2
+
(
A2
2
)2
.
A mudança de variáveis proposta é
z1 =
Lx21 + Cx
2
2
2C
(3.75)
z2 =
REx1 − x22
RC
. (3.76)
3
A obtenção desta expressão onsiste em isolar o ontrole u em uma das expressões de (3.71) e
substituir na outra, omo foi feito na seção 3.4.3.
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Esta mudança nos permite transformar o sistema (3.71) em outro sistema na forma
z˙1 = z2
z˙2 =
(2Lx1 − RCE)Rux2 +R2CE2 + 2Lx22
R2C2L
.
Esta é a forma annia de ontrole. A equivalênia deste sistema om o osilador não-
linear  z˙1 = z2 − z¯2z˙2 = −ω2(z1 − z¯1)2 − kσ(z)(z2 − z¯2)
om
σ(z) =
(z1 − z¯1)2
A2z1
+
(z2 − z¯2)2
A2z2
− 1
nos possibilita obter a expressão do ontrole
u =
R2E2C + 2Lx22 +R
2C2L [ω2 (z1 − z¯1) + kσ(z) (z2 − z¯2)]
Rx2 (REC + 2Lx1)
.
Assim omo visto na seção 3.2.3, observa-se que este grau de onvergênia é dependente
do valor de z2 − z¯2. A substituição k = ρ/ |z2 − z¯2| ajuda a melhorar o desempenho do
sistema nas regiões onde o valor de z2− z¯2 é pequeno e a manter um grau de onvergênia
onstante ao longo do ilo limite.
Az1 e Az2 representam as amplitudes das osilações de z
∗
1 e z
∗
2 . Estas amplitudes
podem ser obtidas tomando-se os objetivos de ontrole (3.72) e (3.73) e realizando as
troas de variáveis (3.75)-(3.76). Fazendo isto, obtemos
z∗1 =
Lαβ1 − CAB
C
sin (ωt) +
Lαβ2
C
cos (ωt) +
Lβ1β2
C
sin (2ωt) +
Lβ22 − Lβ21 − A2C
4C
cos (2ωt)
+
2Lα2 + β22L+ A
2C + Lβ21 + 2B
2C
4C
z∗2 =
2REβ1 − 4AB
2RC
sin (ωt) +
Eβ2
C
cos (ωt) +
A2
2RC
cos (2ωt) +
2REα− A2 − 2B2
2RC
.
Desprezando os termos de segunda ordem, nota-se que as expressões estão na forma
z∗1 =a0 + a1 sinωt+ a2 cosωt
z∗2 =b0 + b1 sinωt+ b2 cosωt.
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Pode-se, então, veriar que as amplitudes de osilação de z1 e z2 são dadas por
A2z1 =a
2
1 + a
2
2 =
(
Lαβ1 − CAB
C
)2
+
(
Lαβ2
C
)2
A2z2 =b
2
1 + b
2
2 =
(
2REβ1 − 4AB
2RC
)
+
(
Eβ2
C
)2
e os níveis ontínuos somados às osilações por
z¯1 =
2Lα2 + β22L+ A
2C + Lβ21 + 2B
2C
4C
z¯2 =
2REα− A2 − 2B2
2RC
.
3.4.7 Resultados de simulação
Os parâmetros do onversor boost são L = 1, 4mH, C = 100µF, alimentado por uma
tensão de entrada E = 48V om uma arga R = 100Ω. Disto resulta que a = 1
R
√
L
C
=
0, 0374.
O objetivo é gerar uma tensão de saída senoidal, om amplitude A = 20V somada a
um nível ontínuo B = 100V om freqüênia f = 60Hz. Isto deverá ser obtido através
do ontrole indireto da tensão a partir do ontrole da orrente, ujos parâmetros foram
alulados omo sendo α = 2, 125, β1 = 0, 7962 e β2 = 1, 5894. Deste modo, temos
x∗2 =20 sin(377t) + 100
x∗1 =2, 125 + 0, 7962 sin(377t) + 1, 5894 cos(377t).
No ontrolador, a função σ(z) está denida omo
σ(z) =
(z1 − z¯1)2
A2z1
+
(z2 − z¯2)2
A2z2
− µ
om
A2z1 =
(
Lαβ1 + CAB
C
)2
+
(
Lαβ2
C
)2
= 4, 0975 · 106
A2z2 =
(
2REβ1 − 4AB
2RC
)2
+
(
Eβ2
C
)2
= 5, 8235 · 1011
z¯1 =
2Lα2 + Lβ22 + A
2C + Lβ21 + 2B
2C
4C
= 5142, 7
z¯2 =0
µ =1
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e a lei de ontrole denida omo
u =
R2E2C + 2Lx22 +R
2C2L [ω2 (z1 − z¯1) + ρ σ(z) sgn (z2 − z¯2)]
Rx2 (REC + 2Lx1)
.
A onstante que estabelee o grau de atratividade da elipse σ(z) = 0 foi denida omo
ρ = 1 · 109.
Para que o erro seja pequeno ao se desprezar os termos de segunda ordem, a amplitude
de osilação dada pelos termos de primeira ordem deve ser bem maior que a amplitude
de osilação dos termos de segunda ordem
√
(2AB)2 + (RCABω)2 ≫
√(
RCA2ω
2
)2
+
(
A2
2
)2
.
O lado esquerdo resulta no valor 8535 e o direito no valor 780. Isto signia que a
amplitude dos termos de segunda ordem desprezados representam 9,1% da amplitude dos
termos de primeira ordem. Esta é a ordem de magnitude que se pode esperar da segunda
harmnia presente no sinal de tensão de saída.
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Figura 3.22: (a) Formas de onda da orrente no indutor (x1) e da tensão de saída
(x2) no tempo. (b) Diagrama de estados (x1, x2) mostrando a trajetória iniial e a elipse
formada pela osilação dos estados entrada na urva de equilíbrios.
Como resultados da simulação, as formas de onda dos estados representados pela
orrente no indutor (x1) e pela tensão de saída (x2) são mostradas na gura 3.22-a.
Pode-se notar que a forma de onda de tensão aparee um pouo deformada em razão da
presença de uma segunda harmnia que é onseqüênia dos termos de segunda ordem
desprezados. Na gura 3.22-b é mostrado o diagrama de estados formado por estes dois
estados. Pode-se notar o ilo limite gerado pela ação de ontrole, que no plano (x1, x2)
apresenta uma forma um pouo deformada pelo fato de que a relação entre os estados não
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Figura 3.23: Diagrama de estados (z1, z2).
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Figura 3.24: Evolução do sinal de ontrole u e da função σ(z).
é linear. Já no plano (z1, z2), omo mostrado na gura 4.19, a relação entre os estados
é linear e, por isto, o ilo limite apresenta a forma de uma elipse não deformada e não
rotaionada.
Finalmente, na gura 3.24 são apresentadas as formas de onda do sinal de ontrole
responsável por gerar a osilação senoidal de saída assim omo da função σ(z), que faz
parte do ontrole e deve tender a zero.
3.5 Controle de osilações em um inversor
Nesta seção será apliado o método proposto no apítulo 2 para a geração de uma saída
osilatória em um inversor monofásio. Esta geração é obtida sem a utilização de nenhum
sinal de referênia. O modelo do inversor é igual ao modelo do onversor buk, om a
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diferença de que aqui a variável de ontrole disreta pode assumir os valores q ∈ {−1, 1}
(vide apêndie B).
A gura 3.25 mostra o iruito de um inversor monofásio ponte ompleta. Nesta
onguração é possível gerar uma tensão de saída entre −E < Vo < +E.
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Figura 3.25: Ciruito inversor em ponte ompleta.
O sistema deste inversor é desrito pelas equações:
x˙1 = x2
x˙2 = − 1
LC
x1 − 1
RC
x2 +
1
LC
u.
(3.77)
onde x1 = vc é a tensão no apaitor, x2 = ic/C é a orrente no apaitor (dividida pela
apaitânia C) e u = qE om q ∈ {−1; 1} é o ontrole. A variável q é denida omo
q = −1 quando S1,S4:OFF e S2,S3:ON
q = 1 quando S1,S4:ON e S2,S3:OFF.
O motivo de esolher a orrente sobre o apaitor omo o estado x2 se deve ao fato
desta variável não depender da arga, além de manter uma relação direta om a derivada
da tensão de saída.
3.5.1 Objetivo e lei de ontrole
O objetivo é gerar uma tensão de saída senoidal om amplitude A e freqüênia ω pré-
estabeleidos dada por
vc = A sinωt.
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Sua derivada é proporional à orrente no apaitor e deve ser
ic
C
=
dvc
dt
= ωA cosωt.
Sendo x1 = vc e x2 =
ic
C
as variáveis de estado, o seu traçado no plano de estados
orresponde à elipse
x21
A2
+
x22
ω2A2
= 1.
A partir disto, dene-se a função P (x) omo sendo
P (x) =
x21
A2
+
x22
ω2A2
− 1, (3.78)
ou, de forma normalizada,
σ(x) = ω2x21 + x
2
2 − ω2A2.
Denindo-se, agora, uma função g(u) de modo que, a partir do sistema (3.77), se tenha
x˙1 = x2
x˙2 = − 1
LC
x1 + g(u)
pode-se obter uma expressão para a entrada de ontrole u que permita obter um osilador
não-linear similar ao sistema (2.14). Para isso, faz-se
u = LC
[
1
RC
x2 − kσ(x)x2
]
. (3.79)
Pode-se, também, obter uma expressão para u de modo a obter um osilador em modos
deslizantes similar ao sistema (2.18), fazendo
u = LC
[
1
RC
x2 − k sgn(σ(x))x2
]
. (3.80)
Observa-se que a diferença entre as duas formas de ontrole é que no osilador não-linear
usa-se σ(x) e no osilador por modos deslizantes usa-se sgn(σ(x)). Observa-se, também,
que o primeiro termo desta lei de ontrole LC 1
RC
x2 é um termo de anelamento e tem a
função de anular o termo − 1
RC
x2 de x˙2 do sistema (3.77).
O segundo termo da lei de ontrole u é dependente de x2, o que não é desejável,
pois a atratividade da superfíie a muito pequena quando x2 é pequeno. Se, então,
onsiderarmos k = ρ
LC|x2| , omo visto na seção 2.5 do apítulo 2, obtém-se um melhor
desempenho no seguimento da trajetória σ(x) = 0. Pode-se agora observar que ρ passa
a ser a onstante de ganho e que a atratividade não depende mais do valor de x2. Deste
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modo, obteremos
u =
L
RC
Cx2 − ρ σ(x)sgn(x2) (p/ os. não linear) (3.81)
u =
L
RC
Cx2 − ρ sgn(σ(x))sgn(x2) (p/ os. modo deslizante) (3.82)
lembrando que Cx2 = ic e sgn(x2) = sgn(ic). Desta maneira, o segundo termo da lei de
ontrole não é mais dependente do valor de x2, apenas do seu sinal.
3.5.2 Resultados de simulação
As espeiações do projeto são a obtenção de uma saída osilatória om amplitude
20V e freqüênia de 60Hz. Os parâmetros do inversor buk onsiderado são: E = 30V,
L = 30µH, C = 50µF. As simulações foram realizadas para diferentes freqüênias de
operação: PWM a 50 KHz, PWM a 100 KHz e modo deslizante a aproximadamente 1
MHz. Durante a simulação foi realizada uma variação de arga de 30% sobre a arga
nominal R = 100Ω. Os resultados são mostrados na gura 3.26.
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(a) vc e ic om PWM a 50 KHz.
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(b) vc e ic om PWM a 100 KHz.
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() vc e ic em modos deslizantes
a 1 MHz.
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(d) vc × ic om PWM a 50 KHz.
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(e) vc × ic om PWM a 100 KHz.
−20 −15 −10 −5 0 5 10 15 20
−0.4
−0.3
−0.2
−0.1
0
0.1
0.2
0.3
0.4
x1=vc
x
2=
i c
(f) vc× ic em modos deslizantes a
1 MHz.
Figura 3.26: Formas de onda de tensão e orrente onsiderando diferentes freqüênias
e modos de operação.
Apesar da lei de ontrole utilizada possuir a informação da arga R = 100Ω, o sistema
é apaz de operar satisfatoriamente om uma arga diferente (R = 70Ω) e de se reuperar
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das perturbações de arga representadas pelas transições da mesma.
Os resultados também demonstram que, para freqüênias de operação mais altas, a
resposta do sistema ontrolado a mais próxima do ideal.
3.6 Controle de osilações em um onversor duplo boost
Um únio onversor boost só pode gerar uma tensão de saída positiva e maior que a tensão
de entrada. Com estas araterístias este onversor não pode ser usado omo inversor
pois, mesmo que se onsiga gerar uma saída osilatória senoidal, haveria sempre um nível
de tensão ontínuo somado a esta senoidal. Uma possível solução para este problema
do nível ontínuo onsiste em usar um onversor duplo boost om a arga onetada em
ponte entre as saídas de ada onversor, onde a tensão de saída sobre a arga não possui
o nível ontínuo. A tensão osilante máxima sobre a arga é obtida om uma defasagem
de 180 graus entre as saídas dos onversores (Cáeres and Barbi, 1999). Entretanto, a
obtenção desta defasagem não é uma tarefa trivial. Uma das maneiras de se obter esta
defasagem é através do emprego de uma malha de sinronismo de fase (PLL) (Hsieh and
Hung, 1996).
3.6.1 Modelo do iruito duplo-boost
A topologia do onversor é apresentada na gura 3.27. O seu omportamento dinâmio
Figura 3.27: Topologia do onversor duplo-boost om a arga em ponte.
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pode ser desrito pelo modelo por variáveis médias dado por
L1x˙1 = −u1x2 + Vin (3.83)
C1x˙2 = u1x1 − 1
R
(x2 − x4) (3.84)
L2x˙3 = −u2x4 + Vin (3.85)
C2x˙4 = u2x3 − 1
R
(x4 − x2) (3.86)
onde x1 = iL1 , x2 = vc1 , x3 = iL2 e x4 = vc2 são os estados e ui =
1
T
∫ (k+1)T
kT
[1−qi(t)]dt, om
i = 1, 2, são as entradas de ontrole onsiderado o valor médio em relação às variáveis
disretas qi em ada período de omutação T , de modo que 0 6 ui 6 1 são entradas
ontínuas e qi ∈ {0, 1} são entradas disretas que podem assumir apenas dois valores.
Observe que o modelo do onversor duplo boost é baseado nas equações do onversor
boost (apêndie B).
Das equações (3.83) e (3.84) pode-se eliminar o ontrole u1 onduzindo a
x1 (−L1x˙1 + Vin) = x2
(
C1x˙2 +
x2 − x4
R
)
. (3.87)
Do mesmo modo, de (3.85) e (3.86) pode-se eliminar u2 e hegar a
x3 (−L2x˙3 + Vin) = x4
(
C2x˙4 +
x4 − x2
R
)
. (3.88)
A equação (3.87) estabelee uma relação diferenial entre as variáveis de estado x1 e x2 que
desreve o omportamento intrínseo do sistema independentemente do ontrole apliado,
também onheida omo equação da dinâmia interna do sistema, omo já visto na seção
3.4.3. O mesmo oorre om a equação (3.88) para as variáveis de estado x3 e x4.
Como simpliação, serão adotados a partir de agora que L1 = L2, sendo referido
apenas omo L, assim omo C1 = C2, sendo referido apenas omo C.
A seguir, busa-se uma troa de variáveis que permita onduzir o sistema (3.83)-(3.84)
à forma
z˙1 = g(z1, z2)
z˙2 = h(z1, z2)
de maneira que a variável de ontrole u1 não apareça na função g(z1, z2). Aqui não é
neessário analisar todas as quatro equações do duplo boost, apenas as duas primeiras,
que desrevem o omportamento do primeiro boost, pois a onlusão será válida para
ambos. Supondo, então, que possamos esrever z1 omo uma ombinação de duas funções,
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uma de x1 e outra de x2, dene-se
z1 = α1f1(x1) + α2f2(x2).
Por simpliidade, f1(x1) e f2(x2) serão hamadas de f1 e f2. Assim, a derivada de z1 será
z˙1 = −
α1
∂f1
∂x1
u1x2
L
+
α1
∂f1
∂x1
Vin
L
+
α2
∂f2
∂x2
u1x1
C
− α2
∂f2
∂x2
(x2 − x4)
RC
Os termos em u1 devem se anular. Isto implia que
α1
∂f1
∂x1
x2
L
=
α2
∂f2
∂x2
x1
C
. (3.89)
Fazendo
∂f1
∂x1
= α2Lx1 e
∂f2
∂x2
= α1Cx2 a identidade (3.89) se veria. A simples integração
de destas soluções resulta
f1 =
α2L (x1)
2
2
+ c1 e f2 =
α1C (x2)
2
2
+ c2
onde o aso mais simples oorre quando as onstantes são nulas e α1 = α2 = 1. Deste
modo, a transformação
z1 =
L (x1)
2 + C (x2)
2
2
(3.90)
não onterá a variável u1.
A mudança de variável que nos permite enontrar z2 deriva desta primeira. Fazendo-se
z˙1 = z2
e usando a eq. (3.90) obteremos
z2 = Vinx1 − 1
R
(x2 − x4)x2. (3.91)
Derivando-se esta expressão tem-se
z˙2 =
[ (−VinR2Cx2 − 2RLx1x2 +RLx1x2)u1 + 2Lx22 − 3Lx2x4 + Lx24
+RLCx2x˙4 + V
2
inR
2C
]
· 1
R2LC
Da mesma forma, repetimos os proedimentos anteriores para obter z˙3 e z˙4. O sistema
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resultante a sendo
z˙1 =z2 (3.92)
z˙2 =
[ (−VinR2Cx2 − 2RLx1x2 +RLx1x4)u1 + 2Lx22 − 3Lx2x4 + Lx24
+RLCx2x˙4 + V
2
inR
2C
]
· 1
R2LC
(3.93)
z˙3 =z4 (3.94)
z˙4 =
[ (−VinR2Cx4 − 2RLx3x4 +RLx3x2)u2 + 2Lx24 − 3Lx2x4 + Lx22
+RLCx4x˙2 + V
2
inR
2C
]
· 1
R2LC
. (3.95)
A idéia básia onsiste em transformar o sistema (3.92)-(3.95) através das ações de ontrole
u1 e u2 em um osilador não-linear autnomo (Pagano et al., 2005) dado por
z˙1 = z2 (3.96)
z˙2 = −ω2 (z1 − z¯1)− kS1 (z2 − z¯2) (3.97)
z˙3 = z4 (3.98)
z˙4 = −ω2 (z3 − z¯3)− kS2 (z4 − z¯4) (3.99)
onde as funções S1 e S2 são elipses que determinam o objetivo desejado, as quais são
dadas por
S1 = ω
2 (z1 − z¯1)2 + (z2 − z¯2)2 − µ (3.100)
S2 = ω
2 (z3 − z¯3)2 + (z4 − z¯4)2 − µ (3.101)
onde ω é a freqüênia de osilação, k é um parâmetro que dene o grau de atratividade
das trajetórias em torno das elipses e µ determina a esala das elipses.
As funções Si, om i = 1, 2, são funções tais que
• em Si = 0 desrevem uma elipse, que é o objetivo de osilação do sistema;
• em Si > 0 a trajetória de estados enontra-se fora da elipse. De aordo om as eqs.
(3.97) e (3.99), isto provoa a atenuação da amplitude de osilação;
• em Si < 0 a trajetória de estados enontra-se dentro da elipse, o que provoa o
inremento da amplitude de osilação.
3.6.2 Projeto do ontrolador
As ações de ontrole u1 e u2 permitem que o sistema (3.92)-(3.95) se omporte dinamia-
mente omo o sistema (3.96)-(3.99). Estas ações de ontrole são obtidas igualando-se as
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eqs. (3.97) e (3.93), resultando
u1 =
{
R2LC
[−ω2 (z1 − z¯1)− kS1 (z2 − z¯2)]− 2Lx22 + 3Lx2x4 − Lx24 −RLCx2x˙4
− V 2inR2C
}/(
− VinR2Cx2 − 2RLx1x2 +RLx1x4
)
(3.102)
e, da mesma forma, igualando-se (3.99) e (3.95), resultando
u2 =
{
R2LC
[−ω2 (z3 − z¯3)− kS2 (z4 − z¯4)]− 2Lx24 + 3Lx2x4 − Lx22 −RLCx4x˙2
− V 2inR2C
}/(
− VinR2Cx4 − 2RLx3x4 +RLx3x2
)
. (3.103)
Em uma segunda etapa do projeto, é neessário denir as elipses S1 e S2. Para isto, os
objetivos de ontrole são denidos omo
x∗2 = A sin (ωt) +B (3.104)
x∗4 = A sin (ωt+ pi) +B. (3.105)
Olm (2003) mostra que o ontrole da tensão de saída deve ser realizado de forma indireta
sobre a orrente. Desta forma, se busa enontrar a forma de onda de orrente apropriada
que seja apaz de gerar tais objetivos através da relação entre tensão e orrente em ada
boost dadas pelas equações da dinâmia interna (3.87) e (3.88). Entretanto, a solução
destas equações não é trivial. Uma solução prátia onsiste em supor que estas orrentes
tenham as seguintes expressões:
x∗1 = α+ β1 sinωt+ β2 cosωt (3.106)
x∗3 = α+ β1 sin (ωt+ pi) + β2 cos (ωt+ pi) . (3.107)
O ontrole da fase entre as duas formas de onda é feito através de um PLL Hsieh and
Hung (1996).
Substituindo (3.104) e (3.106) em (3.87) tem-se
(A sinωt+B) (2A sinωt+RCAω cosωt) =
R
[− L (β1ω cosωt− β2ω sinωt) + Vin] · (α+ β1 sinωt+ β2 cosωt) .
Desenvolvendo esta expressão, igualando os termos onstante, sinωt e cosωt e desprezando
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os termos de segunda ordem se pode determinar os oeientes α, β1 e β2:
α =
A2
RVin
(3.108)
β1 =
VinABω (R
2CV 2in + 2LA
2)
R2V 4in + L
2A4ω2
(3.109)
β2 =
RVinAB (2V
2
in − LCA2ω2)
R2V 4in + L
2A4ω2
. (3.110)
A substituição de (3.105) e (3.107) em (3.88) leva ao mesmo resultado, om senos e
ossenos defasados 180 graus.
Tomando-se as formas de onda desejadas (3.104), (3.105), (3.106) e (3.107), realizando
as operações de troa de variáveis (3.90) e (3.91) e desprezando os termos de segunda
ordem, hega-se a
z∗1 = (Lαβ1 + CAB) sin(ωt) + Lαβ2 cos(ωt) +
2Lα2 + Lβ22 + CA
2 + Lβ21 + 2CB
2
4
(3.111)
z∗2 =
RV inβ1 − 2BA
R
sin(ωt) + Vinβ2 cos(ωt) +
RVinα− A2
R
(3.112)
z∗3 = (Lαβ1 + CAB) sin(ωt+ pi) + Lαβ2 cos(ωt+ pi) +
2Lα2 + Lβ22 + CA
2 + Lβ21 + 2CB
2
4
(3.113)
z∗4 =
RV inβ1 − 2BA
R
sin(ωt+ pi) + Vinβ2 cos(ωt+ pi) +
RVinα−A2
R
. (3.114)
Cada uma das expressões aima possui um termo ontínuo onstante somado aos termos
puramente osilatórios em seno e osseno, que equivale a
z¯1 =
2Lα2 + Lβ22 + CA
2 + Lβ21 + 2CB
2
4
z¯2 =
RVinα−A2
R
z¯3 =
2Lα2 + Lβ22 + CA
2 + Lβ21 + 2CB
2
4
z¯4 =
RVinα−A2
R
.
Resta ainda a determinação de µ, que faz parte das expressões de S1 e S2.
A equação (3.111) está na forma
z∗1 = a0 + a1 sinωt+ a2 cosωt
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e, através de operações trigonométrias, pode ser expressa omo
z∗1 = a0 + Az sin (ωt+ ϕ)
onde
Az =
√
a21 + a
2
2 e ϕ = arcsin
(
a2√
a21 + a
2
2
)
.
Como se sabe que z˙1 = z2, isto resulta que
z∗2 = Azω cos (ωt+ ϕ) .
Figura 3.28: Elipse.
Observando o diagrama de estados (z∗1 , z
∗
2), omo mostrado na gura 3.28, nota-se que
a elipse proposta omo trajetória desejada para o sistema deriva da expressão(
z∗1 − z¯1
Az
)2
+
(
z∗2 − z¯2
Azω
)2
− 1 = 0
onde a relação entre os semi-eixos da elipse equivale a ω. Multipliando-se esta equação
por A2zω
2
obtemos
ω2 (z∗1 − z¯1)2 + (z∗2 − z¯2)2 − A2zω2 = 0.
Comparando om a equação (3.100) vemos que
µ = A2zω
2 = ω2
[
(Lαβ1 + CAB)
2 + (Lαβ2)
2] . (3.115)
Agora que se têm as elipses S1 e S2, se pode usar as entradas de ontrole u1 e u2 dadas
pelas equações (3.102) e (3.103).
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3.6.3 Resultados de simulação
Para os onversores foram adotados L = 2 mH e C = 100µF , lembrando que L = L1 = L2
e C = C1 = C2. Os onversores devem gerar uma saída senoidal om nível médio 110 V,
amplitude de osilação 50 V e freqüênia de 60 Hz, dadas por
v∗c1 = 50 sin(2pi60t) + 110
v∗c2 = 50 sin(2pi60t+ pi) + 110.
Como a arga está onetada às saídas dos onversores, sobre ela deverá haver uma forma
de onda senoidal sem o nível médio e om 100 V de amplitude. A freqüênia de omutação
PWM é de 40 KHz e a arga utilizada é de 30 Ω, o que faz om que a amplitude de osilação
da orrente em ada indutânia esteja em torno de 10 A.
Na gura 3.29 pode-se ver um detalhe das formas de onda da tensão de saída e a
orrente no indutor do primeiro boost.
Na gura 3.30 pode-se observar um detalhe das formas de onda das tensões de saída
de ada um dos boosts onde se pode ver que o objetivo de osilação dos onversores
gera uma forma de onda um pouo deformada mas om a amplitude desejada de 50 V.
Entretanto, a forma de onda da tensão v
out
sobre a arga, que equivale a vc1 − vc2 é uma
onda senoidal sem deformação. A expliação para esta deformação na forma de onda de
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Figura 3.29: Variáveis de estado do primeiro boost: Tensão vc1 e orrente iL1 .
saída de ada boost é devida aos termos de segunda ordem em seno e osseno que foram
desprezados nos álulos. Uma análise preliminar mostra a presença de uma segunda
harmnia onsiderável na forma de onda de saída de ada boost. No entanto, estas
harmnias se anulam na tensão sobre a arga, que se enontra entre as saídas de ambos.
Isto pode ser failmente veriado onsiderando que para a omponente fundamental da
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Figura 3.30: Formas de onda de vc1 , vc2 e vout = vc1 − vc2 .
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Figura 3.31: Evolução das saídas vc1 e vc2 , da tensão sobre a arga vout e da variação
da freqüênia ∆ωn = ωn,2−ωn,1 do segundo boost em relação ao primeiro, ontrolada pelo
PLL.
tensão sobre a arga temos
[A1 sin (ωt) +B]− [A1 sin (ωt+ pi) +B] = 2A1 sin (ωt)
e para a segunda harmnia temos
[A2 sin (2ωt) +B]− [A2 sin (2ωt+ pi) +B] = 0.
Logo que o sistema entra em funionamento, ambos os boosts estão om suas osilações
em fase, resultando uma tensão de saída nula sobre a arga. Mas à medida que diferença
de fase aumenta devido à atuação do PLL, a tensão sobre a arga também aumenta, até
atingir o seu valor máximo, quando a fase alança 180 graus, omo é mostrado na gura
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Figura 3.32: Diagramas de estados de: (a) (z1, z2), (b) (z3, z4), () (iL1 , vc1) e (d)
(iL2 , vc2).
3.31. O PLL ontrola a variação da freqüênia ωn,2 da saída do segundo boost em relação
à freqüênia ωn,1 da saída do primeiro, que é xa, busando obter a defasagem neessária
entre estas saídas, omo é mostrado no gráo inferior da gura 3.31. Observa-se que
existe uma pequena osilação de amplitude 5 rad/s sobreposta à envoltória de ∆ωn que
ausa um ligeiro avanço de fase em um semi-ilo e um retroesso equivalente no semi-ilo
seguinte. O avanço de fase gerado em um semi-ilo é dado por
∆θ =
∫ pi/ω
0
5 sin (ωt) dt = 0, 0265 rad.
Isto orresponde a uma variação de 0,4% na fase, que é onsiderada muito pequena e não
ausa problemas.
Na gura 3.32-a se pode observar o diagrama de estados (z1, z2) onde aparee delimi-
tada a elipse que representa o objetivo do sistema ontrolado. Esta elipse deve ser um
ilo-limite estável, ou seja, todas as trajetórias dos estados devem onvergir para a elipse,
uja freqüênia de osilação é dada pela relação entre os seus semi-eixos. Na gura 3.32-b
pode-se notar a variação de um dos semi-eixos da elipse ausada pelo PLL que signia
uma pequena variação da freqüênia de osilação do segundo boost de modo a fazer om
que sua osilação esteja om um desloamento de fase de 180 graus em relação ao primeiro
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boost. Nas guras 3.32- e 3.32-d são mostrados os diagramas de estados (iL, vc) de ada
um dos boosts. As variações de trajetória orrespondem ao tempo de aomodação iniial,
quando as tensões e orrentes vão sendo afetadas pelo ontrole até que sejam alançados
os valores de regime, juntamente om a variação na fase do segundo boost ausada pelo
PLL.
3.7 Conlusões do apítulo
Neste apítulo foram utilizadas as ténias desritas no apítulo 2 apliadas a sistemas
de eletrnia de potênia. Partiularmente, foram analisados os omportamentos dos
onversores buk, boost e duplo boost e de um inversor submetidos a esta ténia de
ontrole.
Os onversores baseados na topologia buk (isto inlui o inversor), além de serem
lineares, admitem um ontrole realizado sobre a tensão de saída, o que torna o ontrole
mais simples. Foram analisados dois asos possíveis no que se refere às variáveis de estado
utilizadas para o ontrole:
1. tensão de saída (vc) e orrente sobre o apaitor de saída (ic);
2. tensão de saída (vc) e orrente sobre o indutor (iL);
O primeiro aso apresenta a vantagem de permitir um ontrole que depende pouo do
valor da arga, o que torna o sistema robusto a perturbações de arga.
O ontrole do onversor boost é um pouo mais omplexo por se tratar de um sistema
om resposta de fase não mínima
4
, além de neessitar ser ontrolado pela variável de
orrente de modo a gerar indiretamente a tensão de saída desejada.
O onversor duplo boost apresenta um ontrole bastante similar ao de um onversor
boost simples. A diuldade reside na sinronização das fases das osilações de saída de
ambos os boosts. Isto foi realizado mediante o emprego de uma malha de sinronismo
de fase (PLL). O tempo de resposta da malha utilizada foi onsiderado lento tornando
neessária a busa por alternativas melhores. Este onversor, entretanto, mostrou uma
vantagem em relação ao boost simples: Sabe-se que a tensão de saída no onversor boost
tende a apresentar uma omponente de segunda harmnia. Esta omponente aaba se
anulando sobre a arga, pois sobre esta inide a diferença entre as tensões de saída de
ada boost. Como resultado, a forma de onda sobre a arga não apresenta deformações.
4
O termo fase não-mínima é em geral utilizado no ontexto de sistemas lineares signiando a
presença de um zero fora do írulo unitário (no aso disreto). Essa noção foi aqui extrapolada utilizando-
se o termo resposta om fase não-mínima pois a resposta do sistema apresenta um omportamento
similar ao que se observaria em um sistema linear om fase não-mínima. É possível enontrar na literatura
o termo resposta inversa om o mesmo signiado. (Isidori, 1989)
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O estudo onsiderou os modelos ideais dos onversores itados anteriormente. A sua
extensão aos modelos realístios pode ser feita, gerando, entretanto, um equaionamento
bem mais omplexo.
No próximo apítulo será apresentada a implementação prátia em laboratório e os
resultados experimentais de um inversor tipo buk e do onversor boost utilizando ontrole
baseado em miroproessador.
Capítulo 4
Resultados experimentais
4.1 Introdução
Neste apítulo são apresentados resultados experimentais do método proposto obtidos a
partir de um inversor e de um onversor boost. Neste último, é explorada a geração de um
sinal senoidal de saída somado a um nível ontínuo de tensão. Em uma implementação
futura, serão utilizados os onheimentos do onversor boost na implementação do inversor
duplo boost apresentado no apítulo 3.
Nestas implementações, veria-se que a realização do ontrole em um miroproessa-
dor é onveniente, dada a failidade de alteração do algoritmo e a neessidade de realização
de operações quadrátias. Tem-se omo limitação a neessidade de se trabalhar exlusiva-
mente om números e operações inteiras, pois a performane do DSP neste aso é muito
superior que quando se usam números e operações de ponto utuante. Como parte da
implementação, são apresentados os proedimentos para a obtenção dos oeientes da
lei de ontrole.
Como alternativa ao uso de miroproessadores, existe ainda a possibilidade da reali-
zação do ontrole através do uso de omponentes eletrnios analógios graças à existênia
atualmente de iruitos multipliadores analógios. Neste aso, a diuldade repousa em
que a alteração de parâmetros do ontrolador implia a mudança e/ou ajuste de ompo-
nentes eletrnios.
No aso do protótipo do inversor, são apresentadas as formas de onda e o diagrama de
estado e as formas de onda de tensão e orrente sobre a arga. A robustez do algoritmo de
ontrole proposto é testada através (i) da variação de arga resistiva e (ii) de uma arga
não linear.
No aso do onversor boost, são apresentadas as formas de onda e o diagrama de
estado e as formas de tensão e orrente sobre a arga.
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4.2 Inversor
Nesta seção são apresentadas as espeiações do projeto, os diagramas de funionamento
do sistema e alguns detalhes da implementação do protótipo. Também são mostrados
alguns detalhes da implementação do algoritmo de ontrole no DSP. São feitas algumas
onsiderações a respeito da esolha do valor da indutânia e sobre a amostragem dos
sinais dos sensores, que ajudam a ompreender o motivo de algumas esolhas de projeto.
Finalmente, são apresentados os resultados obtidos em malha aberta e em malha fehada
om arga resistiva e também mostrados os resultados obtidos submetendo o iruito a
perturbações de arga e om arga não linear.
4.2.1 Implementação do ontrole
Os parâmetros do inversor utilizado são: E = 30V, L = 30mH e C = 50µF. A arga resis-
tiva nominal usada omo parâmetro do algoritmo de ontrole implementado é R = 25Ω.
As espeiações do projeto são: osilação de saída om amplitude de 20V e freqüênia
de 60Hz, om potênia máxima de 50W.
A esolha do valor da indutânia levou em onsideração a ondulação de alta freqüênia
perentual máxima da onda de orrente em relação à orrente máxima no indutor. Foi
adotado o valor limite de 20% para este ítem. Algumas onsiderações a este respeito são
feitas na seção 4.2.2.
O sistema omposto pelo inversor juntamente om o ontrolador é apresentado na
gura 4.1. Idealmente, a únia variável a ser lida do inversor seria a tensão de saída
vc, visto que a orrente no apaitor ic poderia ser obtida matematiamente a partir de
vc. Entretanto, existem algumas restrições: (i) ic representa grandezas muito pequenas
quando omparadas à esala de medição de vc, (ii) o miroproessador DSP neessita
trabalhar uniamente om valores inteiros devido a restrições de desempenho. Devido
a estas restrições, a resolução de iadc (orrente ic onvertida pelo onversor A/D) aaba
sendo muito baixa, em geral, restrita a apenas 5 valores. Isto é insuiente para um
ontrole satisfatório. Por este motivo, foi inluído um sensor de orrente que possui uma
esala própria, independente da esala de vc e, om isso, pode-se aproveitar melhor a
faixa de valores onvertidos pelo A/D do DSP garantindo uma boa resolução para iadc. O
DSP TMS320LF2407 possui um onversor A/D de 10 bits e admite em sua entrada sinais
analógios entre 0 e 3,3V, o que signia uma resolução de 3,22mV.
A estratégia de ontrole de geração de osilações autnomas possui operações quadrá-
tias, o que justia o uso de ontrole miroproessado. O ontrole foi implementado em
um miroproessador DSP TMS320LF2407 da Texas Intruments. O diagrama em bloos
do ontrolador é apresentado na gura 4.2.
É muito importante observar que os valores numérios obtidos pelo onversor A/D
para ada uma das grandezas estão relaionados às grandezas verdadeiras de tensão e
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Figura 4.1: Diagrama de bloos do sistema inversor ontrolado.
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Figura 4.2: Diagrama de bloos do ontrolador implementado em um DSP.
orrente dadas pelas equações
vc[k]= kvvadc[k] om vadc= v
∗
adc[k]− vm
ic[k]= kiiadc[k] om iadc= i
∗
adc[k]− im
(4.1)
onde v∗adc e i
∗
adc são os valores numérios de tensão e orrente onvertidos pelo onversor
A/D e disponíveis ao DSP para o proessamento de ontrole, vm e im são os valores
numérios do onversor A/D que orrespondem a vc = 0 e ic = 0, kv e ki são fatores de
esala e vc e ic são os valores disretizados da tensão e da orrente sobre o apaitor de
saída.
Os valores onvertidos pelo A/D são dependentes de ajustes de ganho e oset, por-
tanto, são obtidos experimentalmente. Para isso, faz-se um aionamento em malha aberta
que gere uma tensão senoidal sobre a arga om amplitude de 20V. Neste momento, ajusta-
se primeiro o oset e depois o ganho. O ajuste de oset é neessário para posiionar o
ponto de tensão zero e orrente zero no meio da faixa de onversão do A/D. Para o DSP
TMS320LF2407, essa faixa vai de zero a 3,3V. O ganho deve ser ajustado de modo a
maximizar a faixa de onversão do A/D, o que nos garante maior resolução da medição
dos sensores. Finalmente, obtém-se os valores numérios de pio e médio das formas de
onda de tensão e orrente.
No inversor onstruído, após os ajustes itados aima, foram obtidos V +adc = 980 e
V −adc = 86 (por onseqüênia, vm = 533) para tensão e I
+
adc = 705 e I
−
adc = 124 (resultando
im = 415) para orrente. Foi observado que esses valores podem sofrer pequenas alterações
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após um erto período de tempo, o que pode representar um problema para o ontrole.
Deve-se lembrar que o valor máximo da tensão vc = Vc orresponde ao valor v
∗
adc = V
+
adc
lido pelo A/D. Considerando então Vppadc = V
+
adc − V −adc e Ippadc = I+adc − I−adc, a partir de
(4.1) os fatores de esala podem ser obtidos a partir dos valores máximo e mínimo da
respetiva forma de onda:
kv =
Vc
V ∗adc − vm
⇒ kv = 2Vc
Vppadc
ki =
CωVc
I∗adc − im
⇒ ki = 2CωVc
Ippadc
Para a função (3.78), lembrando que x2 = ic/C, temos
P (x) =
v2c
V 2c
+
(ic/C)
2
ω2V 2c
− 1,
substituindo pelos valores lidos pelo onversor A/D
P (x) =
k2v
V 2c
v2adc +
k2i
C2ω2V 2c
i2adc − 1
nalmente, hega-se a
P (x) =
4
V 2ppadc
v2adc +
4
I2ppadc
i2adc − 1.
Sabendo que sgn(P (x)) = sgn(k1P (x)), a onstante k1 pode ser esolhida livremente,
desde que seja positiva e não nula. Se zermos k1 =
V 2
ppadc
4
obteremos
k1P (x) = v
2
adc +
V 2ppadc
I2ppadc
i2adc −
V 2ppadc
4
. (4.2)
Nesta expressão, apenas o termo
V 2
ppadc
I2
ppadc
pode não ser inteiro. Como no DSP os álu-
los estão sendo feitos usando-se apenas operações inteiras, pois operações usando ponto
utuante podem fazer o proessamento se tornar até 10 vezes mais lento, deve-se usar
um multipliador inteiro k2 tal que o termo k2
V 2
ppadc
I2
ppadc
seja suientemente próximo de um
número inteiro. Desta forma hega-se a
k2k1P (x) = k2v
2
adc + k2
V 2ppadc
I2ppadc
i2adc − k2
V 2ppadc
4
.
Usando-se os valores obtidos experimentalmente (itados anteriormente) na equação (4.2)
observou-se a neessidade de um multipliador k2 = 8 resultando em
k2k1P (x) = 8v
2
adc + 19i
2
adc − 1820232.
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Para a lei de ontrole (3.82), onsiderando que σ(x) = ω2V 2c P (x) e, por onseguinte,
sgn(σ(x)) = sgn(P (x)), temos
u =
L
RC
ic − ρsgn(P )sgn(ic)
=
L
RC
kiiadc − ρsgn(P )sgn(kiiadc)
=
2LωCVc
RCIppadc
iadc − ρsgn(P )sgn(kiiadc).
onsiderando que essa lei de ontrole deve ser normalizada para valores de razão ília
0 6 d 6 1, onde d = 0 orresponda a uma tensão sobre a arga igual a −E e d = 1 a uma
tensão igual a +E, faz-se
d =
u+ E
2E
.
No DSP, isso equivale a oloar no registrador omparador CMP1 os valores mínimo e
máximo de ontagem para a freqüênia de operação do PWM esolhida. Como foi adotado
que o PWM opera a 33 KHz, o valor de ontagem máximo é 1200. Assim, o valor da
razão ília no DSP será
dd = 1200
(
u+ E
2E
)
=
600
E
[
2LωCVc
RCIppadc
iadc − ρsgn(P )sgn(kiiadc)
]
+ 600
=
[
1200LωCVc
ERCIppadc
iadc − 600ρ
E
sgn(P )sgn(kiiadc)
]
+ 600 (4.3)
Adotando-se ρ = 20 e usando-se os valores obtidos experimentalmente, itados anterior-
mente, tem-se
dd = 0.625iadc − 400sgn(P )sgn(iadc) + 600
multipliando ada termo por 8 e dividindo por 8 ao nal tem-se somente números inteiros
dd =
1
8
[5iadc − 3200sgn(P )sgn(iadc) + 4800] .
4.2.2 Considerações sobre o valor da indutânia
A esolha do valor da indutânia, em geral, deve levar em onsideração (i) a ondulação
de alta freqüênia perentual máxima da onda de orrente em relação à orrente máxima
no indutor e (ii) a freqüênia de orte do ltro LC formado pelo indutor e o apaitor
do onversor. No aso da ondulação perentual máxima da orrente no indutor adota-
se o valor limite de 20%. O atendimento desta espeiação em onversores de baixa
potênia pode resultar em valores onsideravelmente grandes para a indutânia e uma
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baixa freqüênia de orte.
Com respeito à ondulação de alta freqüênia algumas onsiderações se fazem neessá-
rias:
1. O valor da indutânia utilizado no inversor pode ser onsiderado demasiado alto
levando em onta sistemas de potênia omeriais, por resultar um indutor muito
volumoso. A verdade é que o projeto visou a onstrução de um protótipo de labora-
tório de baixa potênia om a nalidade de testar a validade da ténia de ontrole
proposta neste trabalho. Não havia interesse em utilizar potênias mais elevadas
pois imporiam diuldades adiionais tais omo a exigênia de fonte de alimentação
mais potente, neessidade de uso de IGBT's ao invés de MOSFET's, maior geração
de ruídos nos sensores, maior atenção à isolação et.
2. Para a determinação da indutânia, foi usada omo ítem de projeto a ondulação per-
entual máxima, que, no aso, foi adotada omo 20% da orrente nominal máxima.
A determinação de L vem de
L =
(Vi − Vo) VoVi Ts
mIL
onde Vi é a tensão de alimentação de entrada, Vo é a tensão máxima de saída do
onversor, Ts é o período de omutação, IL é a orrente máxima sobre o indutor e
m é o perentual da orrente total (no aso, 20%).
3. Muitos projetistas também levam em onsideração omo ítem de projeto a freqüên-
ia de orte do ltro passa-baixas representado pelo onjunto indutor-apaitor do
onversor. Neste aso, tal freqüênia é obtida de
fc =
1√
LC
.
Este ítem é importante no sentido de que nas freqüênias próximas e superiores a
esta freqüênia de orte oorre atenuação da tensão de saída no ltro e pode ser
neessário o aumento da margem Vi − Vo para que seja possível obter a tensão de
saída desejada. Isto pode signiar aumento dos ustos do projeto.
4. A fórmula que relaiona a obtenção de L omo função da potênia P do inversor e
da freqüênia de omutação fs é dada por
L =
(
1− Vo
Vi
)
V 2o
mPfs
.
Em onversores de baixa potênia, o atendimento da espeiação de variação per-
entual máxima da orrente no indutor resulta um valor de indutânia relativamente
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alto para o uso do mesmo período de omutação. Como onseqüênia, isto reduz a
freqüênia de orte, que pode estar se aproximando muito da freqüênia de operação
da tensão de saída. A solução que permite manter a variação perentual máxima
sem aumentar o valor da indutânia é o aumento da freqüênia de omutação. Deve-
se atentar para o fato de que também os dispositivos de omutação possuem suas
limitações quanto à freqüênia de omutação.
4.2.3 Considerações sobre amostragem dos sinais
Um problema detetado neste protótipo é onseguir realizar o ontrole apesar da presença
de ruídos nos sinais vc e ic lidos pelos sensores. Coloando o osilosópio na esala de
tempo próxima à freqüênia de omutação das haves, perebe-se que o ruído oorre logo
após as transições de omutação das haves. O iruito de tratamento dos sinais dos
sensores inlui um ltro anti-aliasing de segunda ordem om os dois pólos em 10 KHz
que se mostrou pouo eaz na eliminação do ruído. Posteriormente veriou-se que
o ruído está presente na própria fonte de potênia de entrada, pois quando submetida
às transições brusas da omutação das haves não onsegue manter-se ompletamente
estável. Veriou-se a geração de pequenas perturbações impulsivas da ordem de 700 mV
no instante das omutações om rápida atenuação.
Além disso, foi observado que o ltro anti-aliasing ausa um atraso no sinal lido dos
sensores. Para leis de ontrole lineares, esse atraso pode até ser tolerado onsiderando o
tempo de resposta da dinâmia de ontrole, ujo objetivo é regular a geração de uma forma
de onda senoidal de 60 Hz. Entretanto, a lei de ontrole aqui utilizada possui um termo
desontínuo de alta relevânia que pode omutar em torno da superfíie de omutação a
33 KHz. Neste aso, o atraso do sinal dos sensores aaba masarando a real loalização
dos estados no plano de fase e a ação de ontrole desontínua aaba sendo realizada
om um pequeno atraso. Como em ontrole por modo deslizante quanto mais alta a
freqüênia de omutação menor a amplitude do hattering em torno da superfíie e mais
perfeita a forma de onda de saída, esse atraso equivale à diminuição da freqüênia efetiva
de omutação. Portanto, o ltro anti-aliasing foi retirado melhorando sensivelmente a
veloidade de resposta do ontrole.
Entretanto, a retirada deste ltro permite a propagação do ruído da omutação para
os sensores. A maneira de resolver este problema foi a realização da amostragem 2.25µs
antes de ada uma das transições do PWM, onforme mostrado na gura 4.3. Neste
instante, a prinípio, garante-se um sinal livre do ruído.
No DSP, a geração do sinal PWM utiliza um prinípio semelhante à geração PWM
onvenional, onde o sinal a ser modulado é omparado om uma forma de onda tri-
angular. A geração da forma de onda triangular é realizada por um timer que faz uma
ontagem de zero até o seu valor de período e reomeça automatiamente. O sinal PWM é
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Figura 4.3: Os instantes de amostragem estão representados por linhas pontilhadas,
pouo antes das transições do sinal PWM.
gerado a partir da omparação desta ontagem om um valor de omparação (registrador
omparador). Neste projeto são utilizados três omparadores (CMP1, CMP2 e CMP3).
O primeiro (CMP1) é usado para gerar o sinal PWM; o segundo (CMP2) é ajustado om
CMP2=CMP1-90; e o tereiro (CMP3) é ajustado om CMP3=período-90.
Durante um período de ontagem, o timer alança primeiro um valor igual ao ontido
em CMP2 e, neste instante, faz uma amostragem dos sensores. Passados 2, 25µs, alança
um valor igual ao ontido em CMP1 e realiza uma das transições do sinal PWM. Quando
estiver a 2, 25µs do nal do período, alança um valor igual ao ontido em CMP3 e
realiza a segunda amostragem do período. Finalmente, ao nal do período, realiza a
outra transição do sinal PWM e reomeça o ilo. Para ser usada omo uma variável no
algoritmo de ontrole, é tomada a média dessas duas amostras. Essa média visa fazer om
que o ponto médio da ondulação do hattering aompanhe a superfíie de omutação.
É importante observar que as amostras tomadas em um período do PWM são usadas
pelo algoritmo no DSP para a obtenção do sinal de ontrole que só terá efeito no período
seguinte. Portanto, há um atraso de um período.
Sempre que é neessário alterar a razão ília, o algoritmo de ontrole altera onjun-
tamente CMP1 e CMP2, sempre mantendo a diferença entre ambos.
Embora teoriamente a razão ília possa assumir seus valores mínimo e máximo
omo d = 0 e d = 1, na prátia foi estipulado que as razões ílias mínima e máxima
orrespondentes seriam d = 0.05 e d = 0.95. Esta pequena margem é neessária para
o orreto funionamento do sistema de aionamento das haves devido à existênia do
tempo morto, um tempo de segurança onde nenhuma das haves está aionada, evitando
o riso de urto-iruito.
Para poder veriar a eáia do ontrole proposto, é importante visualizar os dados
pela ótia do DSP. Por este motivo, foram denidos buers de armazenamento das variá-
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veis vc, ic, P e dd. A profundidade do buer é limitada pela memória externa disponível
no DSP. Foi denida uma profundidade de 4440 amostras, equivalente a 8 períodos do
sinal senoidal de 60 Hz de saída.
Desta maneira, o sinal lido em qualquer osilosópio é muito diferente do sinal visto
pelo DSP pois este último realiza suas aquisições sinronizadas om as transições do
PWM, o que não é possível om o osilosópio.
A gura 4.4 mostra o protótipo do inversor buk.
Figura 4.4: Protótipo do inversor buk om ontrole baseado no DSP TMS320LF2407.
4.2.4 Operação em malha aberta
A gura 4.5 mostra os sinais adquiridos pelo DSP obtidos a ada período do PWM,
armazenados em sua memória e depois transferidos para o omputador PC e importados
no Matlab.
Iniialmente foi testado o funionamento do sistema em malha aberta através da vari-
ação senoidal da razão ília. A amplitude desta variação foi determinada analitiamente
e ajustada empiriamente de modo a obter uma forma de onda senoidal om 20 V de pio
sobre a arga. A gura 4.5 mostra o sistema operando desta forma.
Esses resultados foram usados para a determinação e alibração dos valores de on-
versão A/D para o sensor de orrente.
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Figura 4.5: Sistema operando em malha aberta a 20KHz. Valores ltrados através de
amostragem pouo antes das transições do sinal PWM. (a) tensão (vadc) e orrente (iadc)
no apaitor. (b) Plano de fase.
4.2.5 Operação a 20 KHz om ltro anti-aliasing
Utilizando a lei de ontrole onstante na seção 4.2.1 o sistema é agora oloado para
funionar em malha fehada.
O sinal de orrente do apaitor foi alterado no programa dado que o sensor é atra-
vessado pela orrente no sentido inverso.
Com essa modiação, mas ainda om a presença do ltro anti-aliasing, o sistema
passou a se omportar onforme mostrado nas guras 4.6 e 4.7 para uma freqüênia de
operação de 20 KHz. Observa-se que ainda há um erro muito grande de seguimento da
referênia elíptia mas o seu seguimento foi obtido, onforme mostra a gura 4.6-b.
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Figura 4.6: Sistema operando em malha fehada a 20 KHz utilizando ltro anti-aliasing.
(a) vadc e iadc. (b) Plano de fase.
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Figura 4.7: Sistema operando em malha fehada a 20 KHz utilizando ltro anti-aliasing.
(a) Valores da função P . (b) Variação da razão ília dd.
O ltro adiiona um atraso na leitura do sinal medido dos sensores e, devido a este
atraso, o ontrole aaba demorando a agir sobre a trajetória dos estados ausando uma
osilação grande em torno da superfíie de omutação. A solução para este problema
onsistiu na elevação da freqüênia de omutação e na retirada do ltro anti-aliasing. A
retirada do ltro faz aumentar o ruído da leitura dos sensores. Para ompensar esta dei-
ênia, foi adotada uma nova estratégia de amostragem do sinal dos sensores, sinronizada
om as bordas do sinal PWM, omo mostrado na seção 4.2.3.
4.2.6 Operação a 33 KHz sem ltro anti-aliasing
Nesta seção são apresentados os resultados obtidos om o mesmo onversor da seção
anterior, om algumas modiações: foi retirado o ltro anti-aliasing e elevada a freqüênia
de operação do onversor para 33 KHz. O tempo de exeução de um ilo da lei de ontrole
é de 21,8µs, que possibilitaria operação a uma freqüênia máxima de 40,9 KHz. A elevação
na freqüênia de operação afeta quase todos os valores das onstantes da lei de ontrole.
Para levantar os novos parâmetros foi neessário:
1. Realular o período do ontador do timer para gerar PWM a 33 KHz. Foi usado o
valor de ontagem 1200 para o período do PWM, onforme mostrado na tabela 4.1.
2. Levantar os valores de ontagem do timer 1 que geram uma razão ília orrespon-
dente a 0V, +20V e -20V. Foram obtidas as ontagens 110 orrespondendo a +20V
e 1080 orrespondendo a -20V. O valor de ontagem intermediário 600 orresponde
a 0V.
3. Re-gerar uma tabela de seno no DSP para a geração de um sinal de ontrole se-
noidal em malha aberta. O objetivo é a obtenção de um sinal de tensão e orrente
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perfeitamente senoidais om as amplitudes desejadas. A tabela de senos foi gerada
a partir de
sk = 440 sin
(
2kpi
n
)
+ 600, k = 0 . . . n
onde
n =
fa
60 Hz
.
Nesta freqüênia (fa = 33 KHz), n = 555. A geração em malha aberta permite
medir o sinal de orrente e determinar a sua esala, pois Ic = ωCVc.
4. Enontrar os valores lidos pelos sensores de orrente e tensão e onvertidos pelo
onversor A/D do DSP. As esalas de tensão e orrente são independentes. A
variação destes valores é bem pequena, quando não nula, em relação aos valores
obtidos quando o onversor operava a 20 KHz.
5. Refazer os álulos das onstantes da lei de ontrole onforme desrito na seção
4.2.1.
Contagem freqüênia de
timer operação
2000 20 KHz
1500 26,7 KHz
1200 33,3 KHz
1100 36,7 KHz
1000 40 KHz
Tabela 4.1: Valores do período do ontador do timer e freqüênia resultante do modu-
lador PWM do DSP.
Um dos problemas veriados refere-se aos pontos da trajetória de estados onde x2 = 0
externos à elipse, ou seja, quando x1 < vc,min ou x1 > vc,max. Como já visto na seção 2.3 do
apítulo 2, quando a trajetória dos estados alança um destes pontos, tende a permaneer
estaionada sobre ele. O que se observa no onversor é que a tensão permanee xa em
algum valor fora dos limites máximos de osilação e a orrente é nula, interrompendo o
proesso de geração da osilação.
A forma utilizada para resolver este problema é o uso de uma estratégia de ontrole
alternativa. Nesta estratégia, altera-se o omportamento do termo sgn(x2) da lei de
ontrole de forma que:
aso x1 < vc,min então força-se que o termo sgn(x2) = 1
aso x1 > vc,max então força-se que o termo sgn(x2) = −1.
Isto evita a troa de sinal onstante que oorreria nas proximidades de x2 = 0 quando a
trajetória estiver fora da elipse possibilitando o rápido retorno ao regime osilatório. Em
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geral, a trajetória de estados somente alança tal situação quando o sistema é submetido
a perturbações. Esta estratégia está desrita em (Takahashi et al., 1999).
As formas de onda da tensão e da orrente, bem omo o plano de fase são mostrados
na gura 4.8. A simples omparação om a forma de onda mostrada na gura 4.6 nos
permite onluir que o aumento da freqüênia de operação tende a melhorar ainda mais
a forma de onda, prinipalmente da orrente.
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Figura 4.8: Sistema operando em malha fehada a 33 KHz. (a) Formas de onda da
tensão e orrente medidas nos sensores e onvertidas pelo onversor A/D do DSP (Obs.:
As esalas de tensão e orrente não são as mesmas). (b) Plano de fase da tensão e orrente
onvertidos pelo onversor A/D do DSP (vadc × iadc).
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Figura 4.9: Formas de onda do sinal de ontrole ajustado para o omparador do timer
do DSP responsável por gerar o sinal PWM. Para o sistema operando a 33 KHz, os valores
orrespondentes a 0 6 d 6 1 orrespondem a 0 6 dd 6 1200.
O sinal de ontrole é mostrado na gura 4.9 de onde se pode veriar a sobreposição
de um sinal ontínuo de formato senoidal proporional à orrente (referente ao termo
L
RC
ic
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da lei de ontrole) om um sinal desontínuo representativo do modo deslizante (referente
ao termo −αsgn(P (x))sgn(ic) da lei de ontrole). A desontinuidade oorre quando a
trajetória dos estados ruza a superfíie de omutação P (x) = 0. É essa omponente
desontínua a responsável pela robustez do sistema às variações de arga. Entretanto,
também é responsável pela geração de ruído audível no indutor.
4.2.7 Perturbações de arga
De modo a testar a robustez do sistema, foram usadas as argas mostradas na gura 4.10.
Para a arga mostrada na gura 4.10-a foram usados R1 = R2 = 25Ω. Para a arga
mostrada na gura 4.10-b foram usados CL = 47µF e RL = 180Ω. As formas de onda
R1
R2
Vo
S
+
−
(a)
C
R
L
L
Vo
+
−
(b)
Figura 4.10: Cargas usadas para teste de robustez. (a) Carga resistiva om variação
entre 25Ω e 50Ω. (b) Carga não linear om CL = 47µF e RL = 180Ω.
resultantes do sistema submetido a uma variação de arga resistiva de 50Ω para 25Ω são
mostradas na gura 4.11. As formas de onda do sistema sobre a arga (Vo, io) operando
Figura 4.11: Formas de onda de tensão (onda senoidal de maior amplitude) e orrente
(onda senoidal de menor amplitude) na arga para uma variação de arga resistiva de 50Ω
para 25Ω.
om uma arga não-linear são mostradas na gura 4.12.
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Figura 4.12: Formas de onda de tensão Vo (onda senoidal de maior amplitude) e
orrente io na arga não linear (onda não senoidal de menor amplitude).
As formas de onda mostradas referem-se à tensão sobre a arga e à orrente de saída.
Destas somente a tensão orresponde a um estado. Tomando-se, então, amostras dos
estados vc e ic, a gura 4.14 mostra o diagrama de estados do sistema operando om a
arga não-linear. Note que as variáveis mostradas no diagrama de estados referem-se aos
sinais vc e ic medidos sobre o apaitor, diferentes dos valores Vo e io medidos sobre a
arga.
Para ilustrar o efeito da variação de arga entre 25Ω e 50Ω no diagrama de estados
do sistema, foi inluída a gura 4.13, que foi obtida por simulação ante a diuldade de
registrar o transitório dos estados do sistema (aprox. 33ms) a partir da leitura dos valores
dos estados lidos pelo onversor A/D no DSP.
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Figura 4.13: Diagrama de estados (vc, ic) do sistema submetido a variações de arga
entre 25Ω e 50Ω.
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Figura 4.14: Diagrama de estados (vck, ick) do sistema operando om a arga não-
linear. vck e ick representam as amostras de vc e ic lidas pelo DSP através do onversor
A/D.
Como visto no apítulo anterior, a resposta do sistema se aproxima do ideal à medida
que se usam freqüênias mais altas. Entretanto, no projeto apresentado, a limitação está
no DSP utilizado, que trabalha a 40MHz. Com a mudança para o DSP TMS320C2812,
que opera a 150MHz, espera-se obter melhores resultados.
4.3 Conversor boost
PSfrag replaements
vc
iL
E Z
ontrolador
PWM
Figura 4.15: Diagrama de bloos do sistema onversor boost.
A implementação do protótipo do onversor boost está baseada na simulação mostrada
na seção 3.4 do apítulo anterior. O diagrama em bloos do onversor está mostrado na
gura 4.15 e o diagrama de bloos do ontrole implementado no DSP mostrado na gura
4.16.
As variáveis de interesse mostradas no diagrama referem-se à tensão de saída vc e
à orrente sobre o indutor iL. A tensão de saída é monitorada através de um sensor de
tensão de efeito Hall modelo LV25P que apresenta em sua saída uma orrente proporional
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Figura 4.16: Diagrama de bloos do ontrolador implementado em um DSP. No dia-
grama, as siglas referem-se a: tr1 equivale à eq. (4.4), tr2 à eq. (4.5) e tr3 às eqs.
(4.6)-(4.7).
à tensão lida. A orrente do indutor é monitorada por um sensor de efeito Hall modelo
LA25NP, ongurado para uma relação 5:1000, que apresenta em sua saída uma orrente
proporional à orrente lida. A natureza dos sensores estabelee um isolamento entre o
lado da potênia (entrada do sensor) e o lado da resposta da medição (saída do sensor).
Os estados lidos pelos sensores são onvertidos por um onversor A/D já no DSP e
passam a assumir uma faixa de valores entre 0 e 4095 (12 bits) orrespondente a faixa de
valores de tensão de entrada entre 0 e 3V na entrada do A/D. Neste ponto, os estados
são referidos omo iadc ou ilk para a orrente do indutor e vadc ou vck para a tensão de
saída. Neste projeto foi utilizado um kit de desenvolvimento eZdsp
TM
F2812 baseado no
proessador DSP TMS320F2812, da empresa Texas Instruments.
É neessário obter uma relação entre estes valores lidos pelo A/D e os valores reais
de tensão e orrente presentes no onversor. Considerando que o erro de linearidade dos
sensores seja irrelevante, esta relação é dada por
x1 =
ilk
k1
− k2 (4.4)
x2 =
vck
k3
− k4 (4.5)
onde os valores das onstantes k1, k2, k3 e k4 foram obtidos experimentalmente através
da omparação dos valores lidos de iL e vc através de instrumentos e de ilk e vck lidos
pelo onversor A/D do DSP em duas situações distintas: uma om a tensão de saída em
80V e outra om a mesma em 120V.
Os parâmetros do onversor utilizado são: E = 48V, L = 1.4mH e C = 100µF. A
arga resistiva utilizada é R = 100Ω. O objetivo de ontrole foi determinado omo sendo
vc = x2 = A sinωt+B
om B = 100, A = 20 e ω = 2pi60.
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Para exeutar o ontrole, é neessário realizar a seguinte troa de variáveis:
z1 =
Lx21 + Cx
2
2
2C
= (7.0)x1x1 + (0.5)x2x2 (4.6)
z2 =
REx1 − x22
RC
= (4.8e5)x1 − (100.0)x2x2. (4.7)
A função σ(z) usada no ontrole é
σ(z) =
(
z1 − z¯1
Az1
)2
+
(
z2 − z¯2
Az2
)2
− 1
om z¯1 = 5142.67, z¯2 = 0, Az1 = 2024.24 e Az2 = 763120.2.
A lei de ontrole obtida é
u =
R2E2C + 2Lx22 + R
2C2L [ω2 (z1 − z¯1) + ασ(z) sgn (z2 − z¯2)]
Rx2 (REC + 2Lx1)
=
2304.0 + (0.28e− 2)x2x2 + (0.19897e− 1) (z1 − z¯1) + (0.14e− 6)ασ(z) sgn (z2 − z¯2)
100.0x2 (0.48 + (0.28e− 2)x1) .
Figura 4.17: Protótipo do onversor boost.
Na gura 4.17 é apresentado o protótipo do onversor boost utilizado nos experimentos
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de laboratório. A programação do DSP é realizada através da plataforma de desenvolvi-
mento Code Composer Studio.
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Figura 4.18: (a) Formas de onda dos valores de vk e ilk que orrespondem aos valores
lidos pelo onversor A/D dos estados vc e iL. A esala de tempo é t[s] ∼= 2/60800 · tp; (b)
Diagrama de estados (ilk, vck).
As formas de onda de vk e ilk, que orrespondem aos valores lidos pelos sensores e
onvertidos pelo onversor A/D, são mostradas na gura 4.18-a e o diagrama de estados
formado por estes dois estados, mostrado na gura 4.18-b. A forma de onda de tensão
possui leves diferenças nas inlinações de subida e de desida da onda senoidal. Além
disso, a rista superior está um pouo abaixo do esperado.
Este tipo de deformação também foi observada nas saídas do inversor duplo boost,
omo mostrado na gura 3.30 da seção 3.6.3 do apítulo anterior, oorrendo basiamente
devido uma omponente de segunda harmnia, mas que a omposição das duas saídas
sobre a arga resulta uma forma de onda senoidal sem deformação.
A gura 4.19 mostra o diagrama de estados das variáveis (z1, z2) obtidas a partir das
variáveis x1 e x2 mediante a troa de variáveis (4.6)-(4.7). A elipse formada neste diagrama
orresponde ao objetivo de ontrole. Entretanto, ela aparee um pouo deformada na
extremidade direita. Uma análise um pouo mais riteriosa nos mostra que a forma de
onda de orrente, em geral, apresenta uma inlinação de desida bem mais aentuada
que a inlinação de subida, omo mostrado na gura 3.29. Neste treho da trajetória a
variação de orrente é bastante rápida, não sendo aompanhada apropriadamente pelo
ontrole.
O proessamento de um ilo de álulo da lei de ontrole onsome 42µs. Este período
de proessamento é suiente para a maior a parte do ilo da osilação senoidal da saída,
mas insuiente em um pequeno intervalo. Na implementação deste onversor, o DSP
2812 mostrou um desempenho bem melhor que o esperado utilizando álulos em ponto
utuante e não se julgou neessária a onversão do algoritmo de ontrole para utilização
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Figura 4.19: Diagrama de estados (z1, z2).
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Figura 4.20: Forma de onda do sinal de ontrole. A faixa de valores 0 6 u 6 1 equivale
a 0 6 dd 6 750. A esala de tempo é t[s] ∼= 2/60800 · tp.
de álulos em ponto xo. Futuramente, pretende-se adaptar o algoritmo de ontrole para
a realização dos álulos em ponto xo onde espera-se melhorar o desempenho do sistema.
O modulador PWM opera a uma freqüênia de 50KHz. Esolheu-se esta freqüênia
relativamente alta para ter-se um baixo ripple na orrente do indutor. Assim, veria-se
que o período de álulo da malha de ontrole é diferente do período PWM e o atraso
entre a amostragem e a ação de ontrole é de 3 a 4 períodos PWM (60 a 80µs).
O sinal de ontrole é apresentado na gura 4.20. A faixa de valores da razão ília
0 6 d 6 1 assume o valor nal (que será esrito no registrador CMP2 do DSP) na faixa
0 6 dd 6 749, omo aparee na gura.
A gura 4.21 mostra as formas de onda de saída medidas em osilosópio, primeira-
mente om aoplamento DC, que nos permite visualizar o nível ontínuo de 100V que está
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(a) (b)
Figura 4.21: Formas de onda da tensão de saída (a) Medição DC om 20V/div vertial
e 10ms/div horizontal; (b) Medição AC om 10V/div vertial e 4ms/div horizontal.
somado à onda senoidal de saída; depois, utilizando aoplamento AC, onde se pode ver
em maior detalhe a forma de onda.
Figura 4.22: Conteúdo harmnio da tensão senoidal de saída. Obs.: perentuais
relativos à fundamental.
A gura 4.22 apresenta o espetro de freqüênias da tensão senoidal de saída. Nele
se pode notar a presença de uma segunda harmnia onsiderável, da ordem de 9,8%, o
que justia a deformação apresentada pela forma de onda da tensão mostrada na gura
4.21. Esta segunda segunda harmnia não deve estar presente na saída do onversor
duplo-boost devido ao anelamento desta harmnia, omo mostrado na seção 3.6.3 do
apítulo anterior.
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4.4 Conlusão do apítulo
Neste apítulo foram apresentadas as implementações dos protótipos de um inversor e de
um onversor boost.
No aso do inversor foram apresentados alguns passos onstrutivos, bem omo os
proedimentos de obtenção dos oeientes da lei de ontrole e as formas de onda obtidas
das variáveis de estado e da tensão e orrente sobre a arga.
Foi observada uma limitação do sistema nos pontos x2 = 0 externos à elipse, ou seja,
quando x1 < vc,min ou x1 > vc,max. Neste aso, utilizou-se uma estratégia adiional de
ontrole que resolveu satisfatoriamente o problema.
A robustez do inversor foi veriada através da variação de uma arga resistiva (R =
25− 50Ω) e de uma arga não linear.
O emprego de modo deslizante sobre a função σ(x), que passa então a ser vista omo
uma superfíie de omutação, garante maior robustez ao sistema, permitindo uma rápida
reuperação em aso de perturbações. Entretanto, ausa um ruído onsiderável (audível
no indutor).
As onstantes k e ρ permitem o ajuste da onvergênia da superfíie de omutação,
onde o grau de onvergênia está relaionado om a robustez. Portanto, para se ter um
sistema mais robusto, eleva-se o valor destas onstantes, mas, omo onseqüênia, também
se terá um sistema que gere mais ruídos.
No aso do onversor boost, foi apresentada a sua implementação, os proedimentos
para a obtenção da lei de ontrole e as formas de onda obtidas das variáveis de estado,
o diagrama de estados das variáveis do sistema z e as formas de onda de tensão de saída
sobre a arga.
Observou-se a oorrênia de uma deformação ausada por uma omponente de segunda
harmnia na saída senoidal. Isto aparee laramente no diagrama de estados de (z1, z2).
No entanto, esta deformação desaparee no onversor duplo boost, omo foi mostrado na
seção 3.6.3 do apítulo 3.
A lei de ontrole apresentada possui a desvantagem de ser dependente do valor da
arga. Isto torna o sistema deiente diante de perturbações de arga. Será neessário
desenvolver novos métodos que resolvam este problema.
No próximo apítulo são feitas onsiderações a respeito do estudo realizado neste
trabalho, as ontribuições realizadas, bem omo a desrição das perspetivas para a sua
ontinuação.
Capítulo 5
Conlusões
Neste trabalho foi apresentado um método para geração de osilações estáveis e auto-
sustentadas em uma lasse de sistemas não-lineares (sistemas omutados). Foi, também,
realizada a sua apliação aos onversores buk, boost, duplo boost e a um inversor. Com-
parando suas araterístias às de um ontrolador por seguimento de referênia (tra-
king) podem ser destaados os seguintes pontos:
• O método de ontrole utilizado (de geração de osilações autnomas) possui a van-
tagem de não neessitar utilizar nenhuma referênia externa.
• Ele também não depende da informação de fase da trajetória. O sistema pode
entrar em osilação desde qualquer ponto da órbita e portanto o erro de seguimento
é uma medida da distânia ao ponto mais próximo da órbita. No aso tradiional
do seguimento, a referênia possui informação da fase, o que obriga o sistema a
inorporar-se à órbita em um ponto exato (gura 1.1). Isto pode produzir um erro
maior e atrasar o transitório da trajetória dos estados até a onvergênia ao regime
permanente.
• Como desvantagem, não garante a manutenção preisa da freqüênia devido a pe-
quenos desloamentos de fase, mais aentuados quando o sistema opera om uma
baixa freqüênia de omutação dos interruptores e na oorrênia de perturbações.
Na ténia de seguimento de referênia (traking) isso não aontee pois o sinal
externo fornee a garantia de manutenção da freqüênia e da fase.
• Uma outra desvantagem oorre devido a uma maior diuldade na geração dos
defasamentos neessários nas saídas do duplo boost e em onversores trifásios.
• O não uso de referênias externas torna esta ténia, tal omo foi proposta, inade-
quada para sistemas de o-geração.
• No aso dos onversores boost e duplo boost, a lei de ontrole é dependente do
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valor da arga e métodos adaptativos dos parâmetros da lei de ontrole devem ser
empregados em futuros trabalhos.
Como foi visto no apítulo 3, a resposta do sistema se aproxima da ideal à medida que
se usam freqüênias de omutação dos interruptores mais altas. Entretanto, nos proje-
tos apresentados, a limitação está no DSP utilizado. No aso do inversor, foi utilizado
um DSP TMS320C2407 que trabalha a 40MHz e no aso do onversor boost, um DSP
TMS320C2812, que opera a 150MHz. Este último apresenta um desempenho bastante
satisfatório, entretanto, ambos os DSPs realizam operações ponto utuante por software,
que onsomem muito tempo de proessamento. Na maioria dos asos, o uso de operações
em ponto xo é neessário.
No deorrer do trabalho, foram realizadas as implementações de dois protótipos em
laboratório, uma de um inversor e outra de um onversor boost, ambas utilizando a estra-
tégia de ontrole de osilações explorada no trabalho. Como resultado, foram produzidos
três trabalhos para ongressos:
• Geração de osilações auto-sustentadas em inversores monofásios tipo buk, XV
Congresso Brasileiro de Automátia (CBA 2004);
• Control of autonomous osillations in buk-based inverters, Power Eletronis Spe-
ialists Conferene (PESC 2005);
• Inversor monofásio auto-osilante baseado na topologia duplo-boost, XVI Con-
gresso Brasileiro de Automátia (CBA 2006);
uma publiação em periódio espeializado naional:
• Geração de osilações auto-sustentadas em inversores monofásios, Revista Con-
trole e Automação, Soiedade Brasileira de Automátia, vol. 17, num. 1, 2006,
(aeito, aguardando publiação);
e a submissão de um artigo para publiação em periódio internaional indexado:
• On DC to AC onversion in two boost self-osillating strutures based on non-linear
ontrol tehniques, IEEE Transations on Power Eletronis, (aguardando resposta
sobre a aeitação).
Contribuições do trabalho
Este trabalho traz omo prinipais ontribuições:
• O estudo de uma lasse de sistemas dinâmios não-lineares visando a obtenção
de osiladores autnomos. Para isto, no ontexto da equação de Liénard, dene-
se o termo de amorteimento omo uma função de um estado e de sua derivada,
resultando um tipo de sistema ainda pouo estudado;
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• A análise de tal sistema usando o método das urvas de dinâmia nula, assoiada à
função de Lyapunov, de modo a obter mais detalhes a respeito do omportamento
do sistema dinâmio em questão;
• A proposta de um método de síntese de ontroladores para geração de osilações
autnomas baseada no osilador não linear. Essa geração apresenta o diferenial de
não utilizar nenhuma referênia externa. A utilização desta metodologia pode se
dar em diversos tipos de apliações, entre as quais estão os onversores de eletrnia
de potênia. O método proposto pode ser adaptado para a supressão de osilações
em sistemas dinâmios atuando sobre o amorteimento do sistema;
• A apliação deste método a onversores de eletrnia de potênia om a nalidade
de realizar onversão CC-CA.
Continuidade do trabalho
Na implementação prátia, pretende-se adaptar o algoritmo de ontrole para a realização
dos álulos em ponto xo onde espera-se melhorar o desempenho do sistema.
Busa-se também o estudo de formas de eliminação das limitações desta ténia. A
prinipal delas está na falta da informação de fase da osilação de saída. O uso de
detetores de passagem por zero, por exemplo, apresenta-se omo uma das alternativas
para possibilitar o sinronismo de fase om outras fontes, neessário em várias apliações,
omo no aso da o-geração.
A forma da implementação do ontrole de fase entre as saídas no aso do inversor
duplo boost não apresenta bom desempenho. No aso, foi usada uma PLL om ontrole
de fase linear. O uso de uma PLL de mais alta ordem e/ou não linear, de um outro tipo
de ontrole de fase não linear e, até, por modos deslizantes pode trazer grandes benefíios
ao desempenho do sinronismo de fase.
O ontrole por modo deslizante, na maioria dos asos, auxilia na obtenção de melhores
resultados quanto à rapidez na reuperação de perturbações e no inremento da robustez.
O efeito indesejado da geração de ruídos devido ao hattering pode ser ompensado e até
eliminado om o uso de superfíies de omutação de ordem mais elevada (Leung et al.,
2005).
Outra alternativa ao uso de dispositivos DSP onsiste no emprego de dispositivos
digitais programáveis do tipo FPGA (Field Programmable Gate Array) e CPLD (Complex
Programmable Logi Devie). Este tipo de dispositivos permite a redução dos tempos de
exeução dos algoritmos de ontrole. A síntese dos algoritmos de ontrole, assim omo
do aionamento PWM, são implementados mediante programação de hardware, baseado
em uma lógia ombinatória (ontendo milhares de portas lógias) e em outra lógia
seqüenial de araterístias similares. Este proedimento realiza-se através de linguagens
tipo HDL (Hardware Desription Language). Além de ser programável (embora um pouo
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mais difíil que um miroontrolador), sua vantagem onsiste no uso do paralelismo das
estruturas lógias, o que permite atingir altas veloidades de proessamento e onseqüente
redução do tempo de exeução do algoritmo de ontrole. Cabe destaar que, om este tipo
de dispositivos programáveis, pode-se alançar freqüênias de operação dos onversores
muito mais altas que utilizando proessadores DSP. Tais dispositivos onstituem-se em
uma importante ferramenta para a implementação de algoritmos de ontrole não linear,
dada a sua apaidade de realizar operações omplexas, o que se pretende explorar omo
ontinuidade deste trabalho de pesquisa.
Na seqüênia do trabalho está prevista a implementação das ténias aqui apresenta-
das a um protótipo de laboratório de um onversor duplo boost, que, em grande parte,
baseia-se no onversor boost simples. A utilização de dois onversores boost om a arga
onetada em ponte entre as saídas de ambos demonstra uma apliação prátia de grande
interesse onde é possível obter um inversor que atue omo abaixador ou elevador de tensão
(Cáeres and Barbi, 1999). Com a sua implementação, busa-se a onfrontação dos resul-
tados prátios om os resultados obtidos através de simulação apresentados no apítulo
3.
Apêndie A
Sistemas omutados
A.1 Introdução
O interesse visado neste trabalho é a apliação das ténias de ontrole para geração de
osilações baseadas no osilador não linear e no osilador não linear por modos deslizantes
a sistemas omutados, onde a lei de ontrole é por estrutura variável.
Neste sentido, são apresentados aqui alguns fundamentos teórios a respeito dos siste-
mas omutados, também hamados de sistemas de estrutura variável. São apresentados
também os fundamentos teórios a respeito de operação em modos deslizantes, que repre-
senta uma forma de operação muito utilizada através de ontroladores não-lineares, dada
a sua exelente araterístia de robustez e desempenho. Apresenta-se também um re-
sumo dos prinipais resultados da teoria dos sistemas de estrutura variável e seus regimes
deslizantes assoiados. Reomenda-se ao leitor os exelentes livros de (Utkin, 1992) e os
tutoriais (DeCarlo et al., 1988) e (Sira-Ramírez, 1988) para maiores referênias sobre o
assunto.
A.2 Sistemas omutados ou de estrutura variável
A lasse de sistemas omutados ou de estrutura variável a ser onsiderada neste trabalho
pode ser desrita na forma
x˙ = f(x, u, q)
onde q é uma função de omutação vetorial om q ∈ {0, 1}, x representa o vetor de estado
do sistema e u é a entrada de ontrole. O vetor q tem a dimensão igual ao número total
das possíveis ongurações do sistema. Por exemplo, se existem N haves no sistema, a
dimensão de q pode alançar 2n embora algumas ongurações não sejam permitidas. As
superfíies de omutação denem-se omo
σi(x) = 0
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podendo ser ada uma destas do tipo plano, urva ou também omo uma urva que varia
no tempo σi(x, t) = 0 (Cunha, 2002)(DeCarlo et al., 1988)(Utkin, 1978).
A.3 Modos deslizantes em sistemas omutados
Essenialmente, um ontrole de estrutura variável usa a lei de ontrole para direionar as
trajetórias do sistema em direção a uma determinada variedade do plano de fases hamada
de superfíie de deslizamento ou de omutação e, uma vez nela, mantém a evolução do
sistema restrita à variedade, dando origem ao que é onheido omo modo deslizante ou
regime deslizante.
A.3.1 Denições
Considere um sistema dinâmio não linear om uma únia entrada omo
x˙ = f(x, t) + g(x, t)u(x, t) (A.1)
onde o vetor de estados x pertene a um subonjunto aberto D ⊆ Rn. Além disso,
f, g : D × Rn → Rn são ampos vetoriais ontínuos om g(x, t) 6= 0, ∀(x, t) ∈ D × R. O
ontrole omutado u : D ×R → R atua omo
u(x, t) =
u+(x, t) se σ(x, t) > 0u−(x, t) se σ(x, t) < 0 (A.2)
om u+, u− sendo ampos esalares reais e ontínuos emD×Rn; sem perda de generalidade
pode-se onsiderar u+(x, t) > u−(x, t) loalmente em D ×Rn. Também, o ampo esalar
σ : D×R → R refere-se a uma função ontínua om gradiente não nulo em D. O onjunto
S = {(x, t) ∈ D ×R, σ(x, t) = 0}
dene uma variedade n− 1 dimensional em D × R hamada de superfíie de omutação.
As superfíies de omutação são projetadas de tal modo que o movimento dos estados do
sistema restritos a S exibem o omportamento desejado, de regulação ou traking.
A.3.2 Existênia dos modos deslizantes
Suponha que, em uma vizinhança da superfíie de omutação, os vetores tangentes da
trajetória dos estados sempre apontam para S, resultando, portanto, que o sistema evolua
em direção à superfíie. Isto assegura o ruzamento da superfíie em ada lado da mesma.
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Denição A.1 Diz-se que um modo deslizante ou regime deslizante existe loalmente
em S se existir uma vizinhança aberta Ω de S, Ω ∩ S 6= 0, tal que
d
dt
σ2(x, t) < 0, ∀(x, t) ∈ Ω ∩ S
onde a derivada é alulada ao longo das trajetórias de f + gu+ quando σ > 0 e f +
gu− quando σ < 0. S é então hamada de superfíie de omutação ou superfíie de
deslizamento. △
Modos deslizantes puros apareem apenas quando x ∈ S, ∀t > 0 na região Ω, o que
demanda uma freqüênia de omutação innitamente alta, não atingível em sistemas re-
ais. A limitação de freqüênia resulta em um movimento dentro de uma vizinhança da
superfíie de omutação, o hamado fenmeno do hattering. Em uma primeira aborda-
gem, ontudo, desprezam-se os efeitos do hattering e onsidera-se a dinâmia idealmente
restrita à superfíie de omutação.
Observação A.1 A denição dos modos deslizantes em sistemas SISO dados pela de-
nição A.1 é um tanto intuitiva e atualmente útil. Contudo, sua extensão para sistemas
de múltiplas entradas preisa ser uidadosamente realizada. Ver, por exemplo, o apítulo
4 de (Utkin, 1992), que ontém exemplos eslareedores. Uma denição alternativa pode
ser enontrada em (DeCarlo et al., 1988). △
A.3.3 Dinâmia na superfíie de omutação
O método de Filippov (Filippov, 1988) para determinar a dinâmia ideal do sistema
(A.1) em regime de deslizamento, ou seja, sobre a superfíie σ(x, t) = 0, onheido omo
dinâmia de deslizamento ideal (DDI), onsiste em omputar uma média da dinâmia do
sistema em ambos os lados da superfíie. Considerando
x˙ =
h+(x, t) = f(x, t) + g(x, t)u+(x, t) se σ(x, t) > 0h−(x, t) = f(x, t) + g(x, t)u−(x, t) se σ(x, t) < 0
omo os vetores de veloidade para σ > 0 e σ < 0, respetivamente. Assume-se que um
regime de deslizamento tenha sido estabeleido para o sistema (A.1) om uma polítia
de ontrole dada por (A.2). Em modo deslizante, o vetor veloidade da trajetória h0 é
sempre tangente à superfíie de deslizamento S:
x˙ = h0(x, t)
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de modo que o vetor veloidade h0 e o vetor gradiente do ampo esalar ∇σ são sempre
ortogonais 〈∇σ; h0〉 = (∂σ
∂x
)T
h0 = 0
O ampo médio na superfíie deslizante h0(x, u) é proposto omo sendo a ombinação
onvexa dos valores de ampo em ada lado:
h0(x, t) = αh+(x, t) + (1− α)h−(x, t).
O parâmetro α é failmente obtido omo sendo
α =
〈∇σ; h−〉
〈∇σ; h− − h+〉 ,
por ser exigido que as trajetórias do sistema sejam tangentes à superfíie σ(x, t) = 0.
Então, resolvendo a equação
∂σ
∂x
· h0 + ∂σ
∂t
= 0
para α resulta:
α =
∂σ
∂x
· h− + ∂σ
∂t
∂σ
∂x
· (h− − h+) =
∂σ
∂x
· h− + ∂σ
∂t
∂σ
∂x
· g(u− − u+) .
A dinâmia x˙(t) = h0(x, t) sobre a superfíie de deslizamento então se torna
x˙(t) = f(x, t)− g(x, t)
∂σ
∂x
· f + ∂σ
∂t
∂σ
∂x
· g (A.3)
A.3.4 Método do ontrole equivalente
O método do ontrole equivalente onstitui uma alternativa à ténia de Filippov, fail-
mente apliável ao aso de sistema om múltiplas entradas e om resultados oinidentes
para sistemas de entrada únia.
A dinâmia ideal de um sistema em modo deslizante implia na existênia de um
ontrole ueq ontínuo, hamado de ontrole equivalente que mantém o sistema sobre a
superfíie de omutação uma vez que ela seja atingida. Formalmente, deve-se demandar
que σ(x, t) = 0 e σ˙(x, t) = 0. Desta última,
0 =
∂σ
∂x
· x˙+ ∂σ
∂t
=
∂σ
∂x
· (f + gueq) + ∂σ
∂t
,
que resulta em
ueq = −
∂σ
∂x
· f + ∂σ
∂t
∂σ
∂x
· g , ∀(x, t) ∈ S. (A.4)
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O sistema dinâmio
x˙ = f(x, t) + g(x, t)ueq, ∀(x, t) ∈ S (A.5)
desreve a DDI e a substituição de ueq por sua expressão (A.6) onduz diretamente ao
modelo de movimento de Filippov sobre a superfíie de deslizamento (A.3). A expressão
(A.5) pode ser esrita omo
x˙ = F · f − g ·
(
∂σ
∂x
· g
)−1
∂σ
∂t
om
F =
[
I − g ·
(
∂σ
∂x
· g
)−1
∂σ
∂x
]
.
Uma generalização pode ser realizada para a obtenção do ontrole equivalente para
um onjunto de superfíies de omutação σi, i = 1 . . .m. Neste aso, a demanda σ˙ = 0
deve ser
0 = Jxσ · x˙+ Jtσ = Jxσ · (f + gueq) + Jtσ,
onde
Jxσ =

∂σ1
∂x1
∂σ1
∂x2
· · · ∂σ1
∂xn
∂σ2
∂x1
∂σ2
∂x2
· · · ∂σ2
∂xn
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
∂σm
∂x1
∂σm
∂x2
· · · ∂σm
∂xn
 e Jtσ =

∂σ1
∂t
∂σ2
∂t
.
.
.
∂σm
∂t

que resulta em
ueq = − (Jxσ · g)−1 Jxσ · f − (Jxσ · g)−1 Jtσ, ∀(x, t) ∈ S. (A.6)
O sistema dinâmio pode ser esrito omo
x˙ = F · f − g · (Jxσ · g)−1 Jtσ
om
F =
[
I − g · (Jxσ · g)−1 Jxσ
]
.
Teorema A.1 (Olm, 2003) Considere o sistema (A.1) ontrolado om a lei de ontrole
de estrutura variável (A.2) e sendo S a superfíie de omutação. Então,
1. O ontrole equivalente é denido se a ondição de transversalidade
∂σ
∂x
· g 6= 0
é satisfeita loalmente em S.
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2. É uma ondição neessária para a existênia do regime de deslizamento em S que
∂σ
∂x
· g < 0
3. Existe movimento de deslizamento loalmente em S se
u−(x, t) < ueq(x, t) < u+(x, t), (A.7)
loalmente ∀(x, t) ∈ S. △
Observar, pelo teorema (A.1), que:
1. O primeiro ítem veria se o ampo vetorial g não é tangenial à variedade de
deslizamento S.
2. O sinal da ondição de transversalidade, exigido omo negativo pelo segundo ítem
é um tanto arbitrária e depende da orientação dada a S e ao sinal de u+ − u−.
3. Caso a onsideração u+ < u− seja feita na denição da polítia de ontrole, as
inequações (A.7) podem apresentar sentido ontrário. Esta é a razão pela qual tal
ondição é geralmente expressa omo (Utkin, 1992)
inf{u+, u−} < ueq < sup{u+, u−}.
4. No aso de (A.7) não satisfazer ∀(x, t) ∈ S mas em uma erta região Ω ⊂ S,
irá existir regime de deslizamento em tal subonjunto, onheido omo domínio de
deslizamento ou zona de deslizamento.
5. Isto ondiiona a existênia de movimento de deslizamento sobre uma erta superfí-
ie para um dado sistema om ganhos u+, u−. Notar, ontudo, que se os ganhos de
ontrole puderem assumir valores arbitrários, a veriação da ondição de transver-
salidade é neessária e suiente para a existênia de um regime de deslizamento.
A.3.5 A freqüênia de omutação
O regime de deslizamento ideal pressupõe a operação em freqüênia innita. Sistemas reais
possuem limitações na freqüênia máxima de operação e, por este motivo, a tentativa de
fazê-los operar em modo deslizante induzirá o apareimento do fenmeno do hattering.
Tal fenmeno é omumente modelado omo um omparador om histerese.
Em (Fadel et al., 1995) é demonstrado o álulo da freqüênia máxima de omutação
que pode ser alançada em um sistema do tipo (A.1) omandado por uma lei de ontrole
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dada por (A.2) assumindo a existênia de uma faixa de histerese no omparador equiva-
lente a 2∆σh e supondo um omportamento linear para a superfíie de deslizamento em
torno dos estados de omutação, omo mostrado na gura A.1.
PSfrag replaements
u
u+
u−
σ
2∆σh
PSfrag replaements
σ
2∆σh
t+ t−
t
Figura A.1: Efeito do omparador om histerese na omutação dos estados em torno
da superfíie de deslizamento.
Note que
σ˙(x, t) =
∂σ
∂x
x˙+
∂σ
∂t
=
∂σ
∂x
f +
∂σ
∂t
+ u
∂σ
∂x
g
quando o sistema evolui em modo deslizante om freqüênia innita e oorre que σ˙(x, t) =
0. Assim, a partir de (A.6) tem-se
∂σ
∂x
f +
∂σ
∂t
= −ueq ∂σ
∂x
g.
Isto permite esrever
σ˙(x, t) = (u− ueq)∂σ
∂x
g.
Assumindo para a superfíie de deslizamento uma evolução linear em torno de σ(x, t) = 0,
isto resulta
σ˙(x, t; u+) = −2∆σh
t+
, σ˙(x, t; u−) =
2∆σh
t−
.
Deste modo, a freqüênia de omutação é
fs =
1
t+ + t−
=
(u+ − ueq)(ueq − u−)
∣∣∂σ
∂x
g
∣∣
2∆σh(u+ − u−) ,
onde foi assumida a hipótese usual sobre negatividade de
∂σ
∂x
g e u− − u+.
Em uma análise simpliada, assumindo ganhos xos e
∣∣∂σ
∂x
g
∣∣ = 1, reduz-se o problema
à otimização de
fs = fs(ueq) =
(u+ − ueq)(ueq − u−)
2∆σh(u+ − u−)
para fs ∈ [0,+∞). Vê-se que fs(ueq) é uma parábola invertida om fs(u+) = fs(u−) = 0,
tendo seu máximo em
ueq =
u+ + u−
2
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onde alança o valor
fsM =
u+ − u−
8∆σh
.
Apêndie B
Modelagem de onversores de
eletrnia de potênia
Neste apêndie são desenvolvidos os modelos matemátios por variáveis de estado orres-
pondentes aos onversores básios buk, boost e buk-boost. Um erto esforço é dediado
a levantar os modelos realístio e idealizado, por valores instantâneos e por valores médios.
Também, apesar de não ser interesse deste trabalho, são apresentados os modelos lineares
destes onversores.
B.1 Tipo do modelo
O melhor modelo depende do grau de exatidão que se deseja em relação ao sistema físio
real. Em geral, quanto mais exato é o modelo, maior é a omplexidade de implementação.
Por este motivo, pode-se adotar simpliações, omo a idealização do modelo pela não
onsideração de parâmetros menos signiativos (até erto ponto), omo as resistênias
intrínseas dos omponentes semiondutores, indutor e apaitor e a queda de tensão
direta dos diodos. Além disso, pode-se onsiderar o valor médio das variáveis do modelo,
o que lhe onfere uma araterístia de operação ontínua. Uma simpliação adiional
pode ser obtida pela linearização do modelo, possibilitando o uso das ténias de projeto
e ontrole lineares. A gura B.1 mostra um uxograma de proedimentos da onstrução
do modelo de um sistema.
B.2 Conversor buk
Diagrama esquemátio do onversor buk:
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Figura B.1: Fluxograma das ténias de modelagem.
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Figura B.2: Conversor buk.
B.2.1 Equações de estado
Considerando a variável de ontrole q omo q = 0 quando a have enontra-se aberta e
q = 1 quando a have enontra-se fehada hega-se às equações dinâmias do onversor:
L
diL
dt
= (−rL − rdsq)iL − (1− q)vdo − vo + Eq
C
dvc
dt
=
vo − vc
rc
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Considerando os estados x1 = iL e x2 = vc obtemos as equações de estado
Lx˙1 = (−rL − rdsq)x1 − (1− q)vdo − vo + Eq
Cx˙2 =
vo − x2
rc
agrupando os termos sensíveis ao ontrole q:
Lx˙1 = −rLx1 − vdo − vo + (vdo − rdsx1 + E)q
Cx˙2 =
vo − x2
rc
(B.1)
O sistema (B.1) é genério pois a tensão de saída vo ainda deve ser resolvida omo função
das variáveis de estado e das demais variáveis dependendo da arga que for aoplada ao
sistema.
Esta forma das equações do sistema é partiularmente útil quando a tensão de saída é
onheida, omo em argas ativas. Aqui ita-se o exemplo de sistemas regenerativos onde
a partir de uma fonte de energia CC gera-se uma saída CA que injeta energia na rede
elétria.
B.2.2 Carga resistiva
O sistema de equações (B.1) desreve o omportamento do onversor buk para qualquer
tipo de arga. Entretanto, sua determinação somente é possível quando se onhee o
omportamento da tensão de saída vo, que pode ser ativa (quando a saída do onversor
é ligada a uma fonte) ou passiva. Mesmo nas argas passivas, a determinação do sistema
pode não ser tão trivial onsiderando a diuldade de modelagem da arga. Cargas não
lineares são muito omuns e de modelagem omplexa.
Para o aso partiular do uso de uma arga resistiva R, temos
vo = R (iL − ic) .
Substituindo nas expressões das equações de estado (B.1) obtém-se:
Lx˙1 = −rLrc + rcR + rLR
rc +R
x1 − R
rc +R
x2 − vdo + (−rdsx1 + vdo + E) q
Cx˙2 =
R
rc +R
x1 − 1
rc +R
x2 (B.2)
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Para um sistema idealizado, ou seja, om rL = rc = rds = 0
Lx˙1 = −x2 − vdo + (E + vdo) q
Cx˙2 = x1 − 1
R
x2
e aso a tensão de trabalho seja grande, vdo também poderia ser desprezado. Assim:
Lx˙1 = −x2 + Eq
Cx˙2 = x1 − 1
R
x2 (B.3)
Alternativamente, pode-se esolher as variáveis de estado omo sendo x1 = vc e x2 = ic.
Uma das equações dinâmias deriva da relação entre tensão e orrente no apaitor, dada
por
C
dvc
dt
= ic.
Considerando a variável de ontrole q omo q = 0 quando a have enontra-se aberta e
q = 1 quando a have enontra-se fehada, tem-se que
L
diL
dt
= −vc + qE
L
d
dt
(ic + iR) = −vc + qE
L
dic
dt
= − L
RC
ic − vc + qE.
de onde se hega às equações dinâmias do onversor:
Cx˙1 =x2
Lx˙2 =− x1 − L
RC
x2 + qE.
B.2.3 Equilíbrios
Considerando o onversor om uma arga genéria (não onheida), dado o sistema de
equações (B.1), o equilíbrio pode ser obtido fazendo x˙1 = 0 e x˙2 = 0
0 = −rLx1 − vdo − vo + (vdo − rdsx1 + E)q (B.4)
0 =
vo − x2
rc
(B.5)
Resolvendo (B.5) para vo, substituindo em (B.4) e resolvendo para ada um dos estados
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obtemos
x1 =
−x2 − vdo + (vdo + E)q
rL + rdsq
x2 = −rLx1 − vdo + (−rdsx1 + vdo + E)q
O desonheimento da arga não nos permite obter expressões para os equilíbrios que
sejam independentes da entrada de ontrole q.
Para o aso de arga resistiva, tomando-se o sistema de equações (B.2), o equilíbrio
pode ser obtido fazendo x˙1 = 0 e x˙2 = 0
0 = −rLrc + rcR+ rLR
rc +R
x1 − R
rc +R
x2 − vdo + (−rdsx1 + vdo + E) q
0 =
R
rc + R
x1 − 1
rc +R
x2
a segunda equação do sistema resulta em
x2 = Rx1 (B.6)
A equação (B.6) desreve uma reta que ontém os pontos de equilíbrio x¯1 × x¯2 omo
função apenas de R. Isto signia que apenas a perturbação da arga pode alterar o ponto
de equilíbrio.
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Figura B.3: Curva dos pontos de equilíbrio do onversor buk, usando-se E = 48V e
três valores para a resistênia de arga: 50Ω, 100Ω e 150Ω.
A gura B.3 mostra a urva dos pontos de equilíbrio dos estados.
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B.2.4 Trajetórias naturais do onversor buk
No aso partiular de arga resistiva R, a partir do sistema (B.2) para o subsistema q = 0
obtém-se
Lx˙1 =
(
− rcR
rc +R
− rL
)
x1 − R
rc +R
x2 − vdo
Cx˙2 =
R
rc +R
x1 − 1
rc +R
x2
e para o subsistema q = 1
Lx˙1 =
(
− rcR
rc +R
− rL − rds
)
x1 − R
rc +R
x2 + E
Cx˙2 =
R
rc +R
x1 − 1
rc +R
x2
As equações se tornam mais simples se onsiderarmos o aso idealizado, onde rc =
rds = rL = 0 e vdo = 0:
Para o subsistema q = 0 obtém-se
Lx˙1 = −x2
Cx˙2 = x1 − 1
R
x2
e para o subsistema q = 1
Lx˙1 = −x2 + E
Cx˙2 = x1 − 1
R
x2
Os sistemas desritos aima nos permitem fazer um traçado das famílias de urvas no
espaço de estados que relaionam x1 om x2: Para isso, adotou-se: R = 25Ω, L = 1mH,
C = 10µF e E = 48V. Deste modo, obtém-se a família de urvas do sistema q = 0,
mostrada na gura B.4-a, a família de urvas do sistema q = 1, mostrada na gura B.4-b
e nalmente uma omposição das duas famílias de urvas, mostrada na gura B.4-.
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) Estruturas sobrepostas.
Figura B.4: Família de urvas do onversor buk. Foram usados: R = 25Ω, L = 1mH,
C = 10µF e E = 48V.
B.2.5 Modelo por valores médios
Tomando-se as equações disretas (B.2), trabalhando-as, tem-se
Lx˙1 =
(
− rcR
rc +R
− rL − rdsq
)
x1 − R
rc +R
x2 − vdo + qvdo + Eq
Cx˙2 =
R
rc +R
x1 − 1
rc +R
x2
Apliando-se as variáveis médias:
L ˙̂x1 =
(
− rcR
rc +R
− rL
)
x̂1 − rdsq̂x1 − R
rc +R
x̂2 − vdo(1− q̂) + Eq̂
C ˙̂x2 =
R
rc +R
x̂1 − 1
rc +R
x̂2
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Assumindo que q̂x = qˆxˆ tem-se
L ˙̂x1 =
[
− rcR
rc +R
− rL − rdsqˆ
]
xˆ1 −
[
R
rc +R
]
xˆ2 − vdo(1− qˆ) + Eqˆ
C ˙̂x2 =
[
R
rc +R
]
xˆ1 −
[
1
rc +R
]
xˆ2
tornando o sistema disreto em ontínuo tem-se qˆ = D, onde D orresponde à razão
ília. Então:
L ˙̂x1 =
[
− rcR
rc +R
− rL − rdsD
]
xˆ1 −
[
R
rc +R
]
xˆ2 − vdo(1−D) + ED (B.7)
C ˙̂x2 =
[
R
rc +R
]
xˆ1 −
[
1
rc +R
]
xˆ2 (B.8)
O equilíbrio no modelo pela média realístio pode ser obtido anulando as derivadas do
sistema anterior. De (B.8) temos que
Rxˆ1 = xˆ2.
Substituindo esta relação em (B.7) obtemos os valores de equilíbrio de ambos os estados
em função da razão ília dados por
xˆ1 =
ED − vdo(1−D)
rL + rdsD +R
(B.9)
xˆ2 =
R [ED − vdo(1−D)]
rL + rdsD +R
(B.10)
Considerando rc = rds = rL = 0 e vdo = 0, obtemos o equilíbrio no modelo pela média
ideal:
xˆ1 = D
E
R
(B.11)
xˆ2 = DE (B.12)
A partir destas equações podem ser traçadas as urvas dos valores de equilíbrio dos estados
em função da razão ília, mostradas nas guras B.5 e B.6.
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Figura B.5: Valores de x1 e x2 em função da razão ília d para as equações simpli-
adas. Foram usados: L = 1mH, C = 10µF e E = 48V.
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Figura B.6: Valores de x1 e x2 em função da razão ília d para o modelo realístio.
Para sua obtenção foram usados rc = 0.01Ω, rL = 0.01Ω, rds = 0.1Ω, vdo = 0.7V e
E = 48V.
B.2.6 Modelo linearizado
Denindo
∆x1 =x˜1 = x1 −X1op ⇒ x1 = x˜1 +X1op
∆x2 =x˜2 = x2 −X2op ⇒ x2 = x˜2 +X2op
∆d =d˜ = d−D ⇒ d = d˜+D
∆vi =v˜i = vi −E ⇒ vi = v˜i + E
x˙1 = ˙˜x1
x˙2 = ˙˜x2
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Substituindo nas equações (B.7) e (B.8) tem-se
L ˙˜x1 =
[
−rL − rds(d˜+D)− rcR
rc +R
]
(x˜1 +X1op) +
[
− R
rc +R
]
(x˜2 +X2op)−
vdo(1− d˜−D) + (v˜i + E)(d˜+D)
C ˙˜x2 =
[
R
rc +R
]
(x˜1 +X1op)−
[
1
rc +R
]
(x˜2 +X2op)
Expandindo a primeira equação:
L ˙˜x1 =− rLx˜1 − rLX1op − rdsd˜x˜1 − rdsDx˜1 − rdsd˜X1op − rdsDX1op − rcR
rc +R
x˜1−
rcR
rc +R
X1op − R
rc +R
x˜2 − R
rc +R
X2op − (1−D)vdo + vdod˜+ v˜id˜+ Ed˜+ v˜iD + ED
C ˙˜x2 =
R
rc +R
x˜1 +
R
rc +R
X1op − 1
rc +R
x˜2 − 1
rc +R
X2op
eliminando termos de 2
a
ordem e agrupando
L ˙˜x1 =
[
−rL − rdsD − rcR
rc +R
]
x˜1 − R
rc +R
x˜2 + [−rdsX1op + vdo + E] d˜+Dv˜i+[
−rL − rdsD − rcR
rc +R
]
X1op − R
rc +R
X2op − (1−D)vdo + ED
C ˙˜x2 =
R
rc +R
x˜1 − 1
rc +R
x˜2 +
R
rc +R
X1op − 1
rc +R
X2op
Se onsiderarmos o ponto de operação (X1op, X2op) omo equilíbrio, transladarmos os eixos
das absissas e das ordenadas de modo que o ponto de operação esteja sobre a origem
enontra-se
˙˜x1 =
1
L
{[
−rL − rdsD − rcR
rc +R
]
x˜1 − R
rc +R
x˜2 + [−rdsX1op + vdo + E] d˜+Dv˜i−
(B.13)
(1−D)vdo + ED
}
(B.14)
˙˜x2 =
1
C
{
R
rc +R
x˜1 − 1
rc +R
x˜2
}
(B.15)
O sistema de estados a[
˙˜x1
˙˜x2
]
=
[
a b
c d
][
x˜1
x˜2
]
+
[
e
0
]
d˜+
[
D
L
0
]
v˜i
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onde
a =− rL + rdsD
L
− rcR
L(rc +R)
b =− R
L(rc +R)
c =
R
C(rc +R)
d =− 1
C(rc +R)
e =
1
L
[−rdsX1op + vdo + E]
B.3 Conversor boost
Diagrama esquemátio do onversor boost:
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Figura B.7: Conversor Boost.
B.3.1 Equações de estado
Considerando a variável de ontrole q omo q = 0 quando a have enontra-se aberta e
q = 1 quando a have enontra-se fehada hega-se às equações dinâmias do onversor:
L
diL
dt
= (−rL − rdsq)iL − (1− q)vdo − (1− q)vo + E
C
dvc
dt
=
vo − vc
rc
Considerando os estados x1 = iL e x2 = vc obtemos as equações de estado
Lx˙1 = (−rL − rdsq)x1 − (1− q)vdo − (1− q)vo + E
Cx˙2 =
vo − x2
rc
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agrupando os termos sensíveis ao ontrole q:
Lx˙1 = −rLx1 − vdo − vo + E + (vdo + vo − rdsx1)q
Cx˙2 =
vo − x2
rc
(B.16)
O sistema (B.16) é genério pois a tensão de saída vo ainda deve ser resolvida omo função
das variáveis de estado e das demais variáveis dependendo da arga que for aoplada ao
sistema.
Esta forma das equações do sistema é partiularmente útil quando a tensão de saída é
onheida, omo em argas ativas. Aqui ita-se o exemplo de sistemas regenerativos onde
a partir de uma fonte de energia CC gera-se uma saída CA que injeta energia na rede
elétria.
B.3.2 Carga resistiva
O sistema de equações (B.16) desreve o omportamento do onversor boost para qualquer
tipo de arga. Entretanto, sua determinação somente é possível quando se onhee o
omportamento da tensão de saída vo, que pode ser ativa (quando a saída do onversor
é ligada a uma fonte) ou passiva. Mesmo nas argas passivas, a determinação do sistema
pode não ser tão trivial onsiderando a diuldade de modelagem da arga. Cargas não
lineares são muito omuns e de modelagem omplexa.
Para o aso partiular do uso de uma arga resistiva R, temos
vo = R [iL(1− q)− ic]
Substituindo nas expressões das equações de estado (B.16) obtém-se:
Lx˙1 =− rLrc + rcR + rLR
rc +R
x1 − R
rc +R
x2 − vdo + E +
(
rcR− rdsrc − rdsR
rc +R
x1+
R
rc +R
x2 + vdo
)
q (B.17)
Cx˙2 =
R
rc +R
x1 − 1
rc +R
x2 +
(
− R
rc +R
x1
)
q (B.18)
Para um sistema idealizado, ou seja, om rL = rc = rds = 0
Lx˙1 = −x2 − vdo + E + (x2 + vdo) q
Cx˙2 = x1 − 1
R
x2 +−x1q
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e aso a tensão de trabalho seja grande, vdo também poderia ser desprezado. Assim:
Lx˙1 = −(1− q)x2 + E
Cx˙2 = (1− q)x1 − 1
R
x2 (B.19)
B.3.3 Equilíbrios
Considerando o onversor om uma arga genéria (não onheida), dado o sistema de
equações (B.16), o equilíbrio pode ser obtido fazendo x˙1 = 0 e x˙2 = 0
0 = −rLx1 − vdo − vo + E + (vdo + vo − rdsx1)q (B.20)
0 =
vo − x2
rc
(B.21)
Resolvendo (B.21) para vo, substituindo em (B.20) e resolvendo para ada um dos
estados obtemos
x1 =
−x2 − vdo + E + (x2 + vdo)q
rL + rdsq
x2 =
−rLx1 − vdo + E + (−rdsx1 + vdo)q
1− q
O desonheimento da arga não nos permite obter expressões para os equilíbrios que
sejam independentes da entrada de ontrole q.
Para o aso de arga resistiva, tomando-se o sistema de equações (B.18), o equilíbrio
pode ser obtido fazendo x˙1 = 0 e x˙2 = 0
0 =− rLrc + rcR+ rLR
rc +R
x1 − R
rc +R
x2 − vdo + E +
(
rcR − rdsrc − rdsR
rc +R
x1+
R
rc +R
x2 + vdo
)
q
0 =
R
rc +R
x1 − 1
rc +R
x2 +
(
− R
rc +R
x1
)
q
isolando q em ambas as equações:
q =
(rLrc + rLR+ rcR)x1 +Rx2 + (rc +R)(vdo −E)
(rcR− rdsrc − rdsR)x1 +Rx2 + (rc +R)vdo
q =
Rx1 − x2
Rx1
igualando ambas temos
Rx1 − x2
Rx1
=
(rLrc + rLR+ rcR)x1 +Rx2 + (rc +R)(vdo −E)
(rcR− rdsrc − rdsR)x1 +Rx2 + (rc +R)vdo
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e om algumas simpliações hega-se a
(rLrc+rLR+rdsR+rdsrc)Rx
2
1+Rx
2
2+(rcR−rdsrc−rdsR)x1x2−(rc+R)REx1+(rc+R)vdox2 = 0
(B.22)
A equação (B.22) desreve a urva dos pontos de equilíbrio x¯1 × x¯2 omo função de
E, vdo, rds, rc, rL e R. Sua solução não é trivial. Com auxílio do software Maple foram
obtidas as soluções
x1 =
α±
√
β2x
2
2 + β1x2 + β0
γ
om
α =(rdsR+ rdsrc − Rrc)x2 +RE(R + rc)
β2 =− 4R2(R+ rc)(rL + rds) + [R(rc − rds)− rcrds]2
β1 =− 4Rvdo(R+ rc)2(rL + rds) + 2RE(Rrds + rcrds −Rrc)(R+ rc)
β0 =(R+ rc)
2R2E2
γ =2R(R+ rc)(rL + rds)
ou
x2 =
α±
√
β2x21 + β1x1 + β0
γ
om
α =(rdsR + rdsrc −Rrc)x1 − (R+ rc)vdo
β2 =− 4R2(R+ rc)(rL + rds) + [R(rc − rds)− rcrds]2
β1 =− 2(rc +R)
[
(rdsR+ rdsrc − Rrc)vdo − 2R2E
]
β0 =(rc +R)
2v2do
γ =2R
Conheendo a pequena inuênia de rc, rds e rL, pode-se obter uma boa aproximação
da urva exata desprezando estes termos. Da mesma forma, para o onversor trabalhando
em tensões não muito baixas, vdo também exere poua inuênia e pode ser desprezado.
Portanto, para o aso idealizado temos rc = rds = rL = 0 e vdo = 0. Desta forma, a
equação (B.22) se torna
Rx22 −R2Ex1 = 0
e a solução é
x1 =
x22
RE
(B.23)
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ou então em uma outra forma, om x2 omo função de x1:
x2 =
√
REx1
É interessante observar que os equilíbrios não dependem de L e de C, mas basiamente
da Carga R e da tensão de alimentação E.
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Figura B.8: Curva dos pontos de equilíbrio (a) ideal (b) real do onversor boost. Foram
usados E = 48V, L = 1mH, C = 10µF, rL = rc = 0, 01Ω, rds = 0, 1Ω, vdo = 0, 7V e três
diferentes argas: R = 25Ω, 50Ω e 100Ω.
A gura B.8 mostra a urva dos pontos de equilíbrio dos estados usando E = 48V.
B.3.4 Trajetórias naturais do onversor boost
No aso partiular de arga resistiva R, a partir do sistema (B.18) para o subsistema
q = 0 obtém-se
Lx˙1 = −rLrc + rcR+ rLR
rc +R
x1 − R
rc +R
x2 − vdo + E
Cx˙2 =
R
rc +R
x1 − 1
rc +R
x2
e para o subsistema q = 1
Lx˙1 = − (rds + rL)x1 + E
Cx˙2 = − 1
rc +R
x2
As equações se tornam mais simples se onsiderarmos o aso idealizado, onde rc =
rds = rL = 0 e vdo = 0:
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Para o subsistema q = 0 obtém-se
Lx˙1 = −x2 + E
Cx˙2 = x1 − 1
R
x2
e para o subsistema q = 1
Lx˙1 = E
Cx˙2 = − 1
R
x2
Os sistemas desritos aima nos permitem fazer um traçado das famílias de urvas no
espaço de estados que relaionam x1 om x2: Para isso, adotou-se: R = 25Ω, L = 1mH,
C = 10µF e E = 48V. Deste modo, obtém-se a família de urvas do sistema q = 0,
mostrada na gura B.9-a, a família de urvas do sistema q = 1, mostrada na gura B.9-b
e nalmente uma omposição das duas famílias de urvas, mostrada na gura B.9-.
B.3.5 Modelo por valores médios
Tomando-se as equações disretas (B.18), trabalhando-as, tem-se
Lx˙1 =− rcR + rL(rc +R)
rc +R
x1 +
rcR− rds(rc +R)
rc +R
qx1 − R
rc +R
x2 +
R
rc +R
qx2−
vdo + qvdo + E
Cx˙2 =
R
rc +R
x1 − R
rc +R
qx1 − 1
rc +R
x2
Apliando-se as variáveis médias:
L ˙̂x1 =− rcR + rL(rc +R)
rc +R
x̂1 +
rcR− rds(rc +R)
rc +R
q̂x1 − R
rc +R
x̂2 +
R
rc +R
q̂x2−
vdo(1− q̂) + E
C ˙̂x2 =
R
rc +R
x̂1 − R
rc +R
q̂x1 − 1
rc +R
x̂2
Assumindo que q̂x = qˆxˆ tem-se
L ˙̂x1 =
[
−rL − rdsqˆ − rcR
rc +R
(1− qˆ)
]
xˆ1 −
[
R
rc +R
(1− qˆ)
]
xˆ2 − vdo(1− qˆ) + E
C ˙̂x2 =
[
R
rc +R
(1− qˆ)
]
xˆ1 −
[
1
rc +R
]
xˆ2
tornando o sistema disreto em ontínuo tem-se qˆ = D, onde D orresponde à razão
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(a) Estrutura q = 0.
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0
10
20
30
40
50
60
70
80
x1
x2
(b) Estrutura q = 1.
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) Estruturas sobrepostas.
Figura B.9: Família de urvas do onversor Boost.
ília. Então:
L ˙̂x1 =
[
−rL − rdsD − rcR
rc +R
(1−D)
]
xˆ1 −
[
R
rc +R
(1−D)
]
xˆ2 − vdo(1−D) + E
(B.24)
C ˙̂x2 =
[
R
rc +R
(1−D)
]
xˆ1 −
[
1
rc +R
]
xˆ2 (B.25)
O equilíbrio no modelo pela média realístio pode ser obtido anulando as derivadas do
sistema anterior. De (B.25) temos que
[R(1−D)] xˆ1 = xˆ2.
Substituindo esta relação em (B.24) obtemos os valores de equilíbrio de ambos os estados
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em função da razão ília dados por
xˆ1 =
E − vdo(1−D)
rL + rdsD +
rcR
rc+R
(1−D) + R2
rc+R
(1−D)2 (B.26)
xˆ2 =
R(1−D) [E − vdo(1−D)]
rL + rdsD +
rcR
rc+R
(1−D) + R2
rc+R
(1−D)2 (B.27)
Considerando rc = rds = rL = 0 e vdo = 0, obtemos o equilíbrio no modelo pela média
ideal:
xˆ1 =
1
(1−D)2
E
R
(B.28)
xˆ2 =
1
(1−D)E (B.29)
A partir destas equações podem ser traçadas as urvas dos valores de equilíbrio dos estados
em função da razão ília, mostradas nas guras B.10 e B.11.
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Figura B.10: Valores de (a) x1 e (b) x2 em função da razão ília para as equações
simpliadas.
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Figura B.11: Valores de (a) x1 e (b) x2 em função da razão ília para o modelo
realístio. Para sua obtenção foram usados rc = 0.01Ω, rL = 0.01Ω, rds = 0.1Ω, vdo =
0.7V e E = 48V.
B.3.6 Modelo linearizado
Denindo
∆x1 =x˜1 = x1 −X1op ⇒ x1 = x˜1 +X1op
∆x2 =x˜2 = x2 −X2op ⇒ x2 = x˜2 +X2op
∆d =d˜ = d−D ⇒ d = d˜+D
∆vi =v˜i = vi −E ⇒ vi = v˜i + E
x˙1 = ˙˜x1
x˙2 = ˙˜x2
Substituindo nas equações (B.24) e (B.25) tem-se
L ˙˜x1 =
[
−rL − rds(d˜+D)− rcR
rc +R
(1− d˜−D)
]
(x˜1 +X1op) +
[
− R
rc +R
(1− d˜−D)
]
·
(x˜2 +X2op)− vdo(1− d˜−D) + (v˜i + E)
C ˙˜x2 =
[
R
rc +R
(1− d˜−D)
]
(x˜1 +X1op)−
[
1
rc +R
]
(x˜2 +X2op)
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Expandindo a primeira equação:
L ˙˜x1 =− rLx˜1 − rLX1op − rdsd˜x˜1 − rdsd˜X1op − rdsDx˜1 − rdsDX1op − rcR
rc +R
(1−D)x˜1−
rcR
rc +R
(1−D)X1op + rcR
rc +R
d˜x˜1 +
rcR
rc +R
d˜X1op − R
rc +R
(1−D)x˜2−
R
rc +R
(1−D)X2op + R
rc +R
d˜x˜2 +
R
rc +R
d˜X2op − vdo(1−D) + vdod˜+ v˜i + E
eliminando termos de 2
a
ordem e agrupando
L ˙˜x1 =
[
−rL − rdsD − rcR
rc +R
(1−D)
]
x˜1 − R
rc +R
(1−D)x˜2+[(
−rds + rcR
rc +R
)
X1op +
R
rc +R
X2op + vdo
]
d˜+ v˜i+
(−rL − rdsD)X1op − rcR
rc +R
(1−D)X1op − R
rc +R
(1−D)X2op − vdo(1−D) + E
Se onsiderarmos o ponto de operação (X1op, X2op) omo equilíbrio, transladarmos os eixos
das absissas e das ordenadas de modo que o ponto de operação esteja sobre a origem
enontra-se
˙˜x1 =
1
L
{[
−rL − rdsD − rcR
rc +R
(1−D)
]
x˜1 − R
rc +R
(1−D)x˜2
+
[(
−rds + rcR
rc +R
)
X1op +
R
rc +R
X2op + vdo
]
d˜+ v˜i − vdo(1−D) + E
}
(B.30)
Para x˜2:
C ˙˜x2 =
R
rc +R
(1−D)x˜1+ R
rc +R
(1−D)X1op− R
rc +R
d˜x˜1− R
rc +R
d˜X1op− 1
rc +R
x˜2− 1
rc +R
X2op
eliminando termos de 2
a
ordem e agrupando
˙˜x2 =
1
C
{
R
rc +R
(1−D)x˜1 − 1
rc +R
x˜2 − R
rc +R
X1opd˜
}
(B.31)
O sistema de estados a[
˙˜x1
˙˜x2
]
=
[
a b
c d
][
x˜1
x˜2
]
+
[
e
f
]
d˜+
[
1
L
0
]
v˜i
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onde
a =− rL + rdsD
L
− rcR
L(rc +R)
(1−D)
b =− R
L(rc +R)
(1−D)
c =
R
C(rc +R)
(1−D)
d =− 1
C(rc +R)
e =
1
L
[(
−rds + rcR
rc +R
)
X1op +
R
rc +R
X2op + vdo
]
f =− R
C(rc +R)
X1op
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